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Prefacio

Hace veinte afios publiqué en Penguin un libro de
introduccién a Wittgenstein. Tuvo una amplia acogida, y
la editorial Penguin me encargd que escribiese una in-
troduccién similar a Frege para el lector no especializa-
do. Sin embargo, en aquel mismo afio, 1973, apareci6 el
primer y extenso volumen del magistral estudio de Mi-
chael Dummett Frege, Philosopby of Language (Londres,
Duckworth, 1973). Hubiera sido prematuro publicar una
obra de divulgacién sobre Frege mientras la autorizada
interpretacién de Dummett estuviera atin incompleta. Por
tanto, decidimos posponer la redaccion del presente lki-
bro hasta la publicacién del segundo volumen de Dum-
mett. Lo cual no ocurrié hasta 1991.

En ese lapso de tiempo, Dummett fue publicando
otras excelentes obras intermediarias. The Interpreta-
tion of Frege’s Philosopby aparecié en 1981 (Londres,
Duckworth) y Frege and Other Philosopbers vio la luz
en 1991 (Oxford University Press). En 1991 apareci6 tam-
bién el libro que originalmente habia sido planeado
como segundo tomo de una obra proyectada en dos
volimenes, Frege, Philosophy of Mathematics (Londres,
Duckworth).

Cuando el esperado segundo volumen de Dummett
fue publicado comencé a escribir el presente libro. La
influencia de Dummett sobre mi, y sobre cualquier otro
escritor de temas fregeanos, ha sido enorme, y probable-
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mente ha afectado a cada una de estas piginas. Sin
embargo, no me he detenido en sefialar con detalle mi
deuda con Dummett ni en especificar los raros casos en
que, tras alguna vacilacién por mi parte, me he aventu-
rado a diferir de su interpretacion. En general, he trata-
do de escribir el libro de manera que el lector no tenga
que verse obligado a evaluar las actuales interpretacio-
nes de Frege, ya se trate de las de Dummett o las de
cualquier otro. He intentado evitar las cuestiones sujetas
a controversia siempre que me ha sido posible, y cuan-
do he tenido que tomar partido lo he hecho discreta-
mente.

Dummett se dirige a un lector ya introducido en 16gi-
ca v filosofia contemporineas. Este libro esti pensado
primariamente para el lector general que puede ignorar
una y otra, por lo que he procurado no asumir el me-
nor conocimiento técnico por su parte. Creo que, de
hecho, la lectura de Frege es uno de los mejores cami-
nos para orientarse a si mismo en el campo de la mo-
dema filosofia analitica. Frege dio a la filosofia su actual
giro lingiiistico, pero su obra toca cuestiones filosoficas
tan innegablemente fundamentales que los prejuicios de
los que creen que si la filosofia es lingiiistica ha de ser
trivial, quedan con ella demolidos.

Los capitulos no han sido organizados por materias,
sino siguiendo la secuencia cronolégica del pensamiento
de Frege. Ello envuelve alguna repeticion, pues los topi-
cos filoséficos recurren con cierta frecuencia. No obstan-
te, y puesto que el propésito de este libro es el de pres-
tar ayuda al lector que se sumerge en los propios
escritos de Frege, la ordenacién cronolégica es con toda
probabilidad la mas eficaz para tal propésito.

ANTHONY KENNY
Michaelmas, 1993
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Abreviaturas en las referencias
a las obras de Frege

Las citas estin referidas a las ediciones en espafol de
las obras de Frege. Cuando no hay traduccién, nos re-
mitimos directamente a la edicién alemana original.

C Conceptografia, en Conceptografia. Los fundamen-
tos de la aritmética. Otros estudios filosdficos, trad.
Hugo Padilla, Universidad Auténoma de México,
1972,

CO <Sobre concepto y objeto*.

CP  Composicion de pensamientoss*.

FA  Ios fundamentos de la aritmética, en Conceptogra-
fia..., México, UNAM, 1972*.

FC  <Funcién y concepto*.

* En Ensayos de semdntica y filosofia de la logica, compilacion,
traduccién e introduccién de Luis M. Valdés, Madrid, Tecnos, 1997.
Este volumen incluye: 1) cinco ensayos de semantica: <Sentido y re-
ferencia», <Comentarios sobre “Sentido y referencia”», «Concepto y
objetos, «Funcién y conceptor y «Qué es una funcion?; y 2) los tres
articulos de filosofia de la légica que Frege escribi6 al final de su
vida y penso editar reunidos con el titulo Investigaciones logicas: <El
pensamientos, <La negacion- y «Composiciéon de pensamientoss. El
compilador afiade entre corchetes la paginaci6én original de esos titu-
los de Frege, a la que me atengo al citarlos, igualmente entre cor-
chetes, en el presente volumen /N. del T].

** Los fundamentos de la aritmética se encuentra también incluido
en 9grege: escritos filosoficos, trad. Ulises Moulines, Barcelona, Critica,
1996.
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G'Zmdgesetze der Aritbmetik, Hildesheim, G. Olms,
1962.

Kleine Schriften, compilacién de 1. Angelelli, Hilde-
sheim, Olms, 1967.

«a negacion»*.

Nachgelassene Schriften, Hamburgo, F. Meiner Ver-
lag, 1969.

«El pensamiento-*.

«Qué es una funcién?*,

Sobre sentido y referencia»*.

«Uber formale Theorien der Arithmetik» [Sobre teo-
rias formales de la aritmétical, en Kleine Schrifien
(pag. 99).



CAPITULO PRIMERO

Introduccion biografica a la filosofia
de Frege

Gottlob Frege fue un profesor universitario aleman del
siglo x1x, poco conocido de sus contemporineos, que
dedico su vida entera a pensar, ensefiar y escribir. No se
interes6 por los asuntos publicos, y la mayor parte de su
vida transcurri6 entre el aula y la biblioteca. Sus libros y
articulos fueron leidos por muy pocos de sus colegas, y
durante mucho tiempo, incluso después de su muerte, su
influencia en filosofia se ejercid principalmente a través
de los escritos de otros. En la actualidad, Frege es vene-
rado como fundador de la moderna logica matemitica, y
su puesto como filésofo de la logica estd al mismo nivel
que el de Aristételes. En filosofia de la matemitica, la fi-
gura de Frege se yergue de manera sobresaliente sobre
todas las demis en la historia de esta disciplina.

Frege naci6 en el seno de una familia luterana en
Wismar, en la costa biltica de Alemania, en 1848. Su
padre, fundador de una escuela de chicas, muri6
en 1866 antes de que él se graduara. Durante su edu-
cacién y temprana carrera académica dependid econé-
micamente de su madre, que habia sucedido a su mari-
do en la direccién de la escuela’.

! Los detalles de su biografia los he extraido de la introduccion de
T. W. Bynum, A Conceptual Notation and Related Articles, Oxford
University Press, 1972.
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Ingres6 en la Universidad de Jena en 1869, donde
permaneci6 durante cuatro semestres antes de trasladar-
se a Gottingen en 1871 para estudiar filosofia, fisica y
matemiticas durante otros cinco semestres. Aqui ley6 su
tesis doctoral sobre un tema de geometria y obtuvo su
titulo de doctor por la Universidad de Géttingen en di-
ciembre de 1873 (KS, 1-49).

Una vez graduado, Frege solicité un puesto no remu-
nerado de docente en la Universidad de Jena. En apoyo
de su solicitud presenté un articulo, <Métodos de cilculo
basados en una extension del concepto de cantidad» (KS,
50-84), que constituia una nueva contribucién al anlisis
matematico. El articulo fue bien acogido por sus exami-
nadores y el puesto le fue concedido pese al hecho de
que su exposicion oral fuera calificada de «ni aguda ni
elocuente».

Frege comenzd a ensefar como privatdozent en 1874
y explico en Ila facultad de matemiticas de Jena durante
cuarenta y cuatro afios. Era un profesor claro, concien-
zudo y exigente, y durante algunos afios tuvo que asu-
mir la carga docente de un colega mis viejo que habia
quedado invilido. A pesar de ello, la labor de investiga-
cién realizada durante los cinco primeros afios subsi-
guientes a su nombramiento habia de sentar las bases de
su entera obra posterior y proporcionar el punto de par-
tida para una disciplina enteramente nueva.

La carrera de Frege como matemitico comenzd en un
periodo excitante en la historia de la matemitica. La geo-
metria euclidiana, considerada como un sistema de ver-
dades necesarias durante dos milenios, habfa perdido su
cardcter de Gnica a principios del siglo xix. Euclides ha-
bia derivado los teoremas de su sistema a partir de cin-
co axiomas: ahora se habia mostrado que uno de esos
axiomas, lejos de ser una verdad necesaria, podia ser
negado sin pecar de inconsistencia; la consecuencia de
ello fue el surgimiento de geometrias no euclidianas ba-
sadas en otros axiomas alternativos. Habia también exci-
tantes desarrollos en teoria de nGimeros. Los nameros
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imaginarios, tales como ,/_7, que en el siglo xvm habian
sido considerados como curiosidad excéntrica, resultaban
eficaces para la representacién del movimiento en el pla-
no, y fueron incorporados, por tanto, junto con otros ti-
pos mis familiares de nGmeros, a una teoria general de
los nimeros complejos. El matematico dublinés Sir
William Hamilton ide6 un cilculo de niimeros hipercom-
plejos (cuaternios) que era til para la representacion del
movimiento en el plano. En Alemania, George Cantor
preparaba en Halle, mientras Frege era un joven profe-
sor, la teoria de naimeros infinitos que veria la luz
en 1883.

Muy pronto llegb6 Frege a la conviccién de que la lu-
juriante expansion de las matemiticas en su tiempo es-
taba inadecuadamente fundamentada. Este impresionan-
te edificio, clamaba él una y otra vez, esti asentado
sobre cimientos poco firmes. Los matemdticos no entien-
den realmente lo que estin tratando, ni siquiera en el ni-
vel mis bisico. El problema no se reducia a la falta de
entendimiento de la verdadera naturaleza de los nime-
ros imaginarios como por ejemplo ,/_1, o de la de los
ntmeros irracionales como ,f2, o de la de 7, o la de
nGmeros fraccionarios como 2/3 o la de los negativos
como por ejemplo 1; la falta de entendimiento empeza-
ba con los nimeros naturales, como 1, 2 y 3. Los mate-
miticos no podian explicar, a juicio de Frege, la natura-
leza de los objetos primarios de su ciencia o la base
fundamental de la disciplina que ensefian. Y resolvioé
dedicar su vida a remediar este defecto: establecer de
manera perspicua los fundamentos logicos y filoséficos
de la aritmética. La serie de publicaciones elaborada en-
tre sus treinta y sus sesenta afios estd consagrada a este
objetivo.

La primera de ellas es un opusculo aparecido en 1879
con el titulo de Begriffsschrift, que podemos traducir por
Conceptografia. La conceptografia o escritura conceptual
que da titulo al libro era un nuevo simbolismo disefiado
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para resaltar con claridad las relaciones logicas que ocul-
ta el lenguaje ordinario. El cilculo que este libro contie-
ne significd un avance de primer orden en la historia de
la logica.

Desde hace ya bastantes generaciones, el curriculum
en logica formal comienza por el estudio del cilculo
proposicional. Este cilculo es la rama de la logica que
se ocupa de aquellas inferencias que dependen de la
fuerza de la negacioén, la conjuncién, la disyuncién, etc.,
cuando se aplican a proposiciones tomadas en su tota-
lidad. Su principio fundamental es que el valor de ver-
dad (es decir, la verdad o la falsedad) de las proposi-
ciones que contienen conectivas tales como «y», «si», «o»
estd determinado Gnicamente por los valores de verdad
de las proposiciones que las componen y que estin li-
gadas por dichas conectivas. La Conceptografia de Fre-
ge contiene la primera formulacién sistematica del cilcu-
lo proposicional, presentado en forma axiomitica de
manera tal que todas las leyes de la logica son deriva-
das, mediante un método especificado de inferencia, a
partir de un cierto nimero de principios primitivos. El
simbolismo de Frege, aunque elegante, es dificil de
imprimir y ya no se usa; pero las operaciones que este
simbolismo expresa continian siendo fundamentales en
l6gica matematica.

La mayor contribucion de Frege a la logica fue su in-
vencién de la teoria de la cuantificacién: un método
para simbolizar y exponer rigurosamente aquellas infe-
rencias cuya validez depende de expresiones tales
como «odo», «algunos, «ualquiera», «cada», «alguno no» o
«ninguno~. Utilizando una notacién novedosa para la
cuantificacién, presenta Frege en la Conceptografia un
cilculo en el que formaliza tales inferencias (un «cilcu-
lo funcional» o «ilculo de predicados» como posterior-
mente fue llamado). Este cilculo senté las bases de
todos los subsiguientes desarrollos en légica y formali-
z6 la teoria de la inferencia de modo mis riguroso y
general que la silogistica aristotélica, que hasta el tiem-
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po de Kant habia sido considerada el alfa y el omega
de la logica.

El interés que guia a Frege al redactar su Concepto-
grafia no esta dirigido a la logica en si. Su propésito no
es simplemente ensefiar cobmo es posible utilizar la 16gi-
ca de manera matemitica; lo que Frege persigue es
mostrar que la logica y la matemitica estin mucho mas
estrechamente unidas entre si de lo que hasta entonces
se habja pensado.

Antes de que Frege abordase esta cuestion, la natu-
raleza de la matemaitica habia sido objeto de debate
entre dos escuelas de pensamiento filosofico. Segin
Inmanuel Kant (1724-1804), nuestro conocimiento de la
aritmética y la geometria depende de la intuicién. Su
Critica de la razon pura elabora la concepcién de que
las verdades matemaiticas son, en su terminologia, a la
vez sintéticas y a priori, lo cual significa que, aunque
genuinamente informativas, son conocidas con anterio-
ridad a toda experiencia. John Stuart Mill (1806-1873),
por otra parte, pensaba que las verdades matematicas
son conocidas a posteriori, es decir, sobre la base de la
experiencia. Su Sistema de logica defiende la tesis de
que las verdades matematicas son generalizaciones em-
piricas vastamente aplicables y ampliamente confir-
madas.

La naturaleza de la verdad matemadtica tiene una sig-
nificacion central en filosofia. Fue crucial para la cues-
tién en litigio entre los filésofos empiristas, que mante-
nian que todo nuestro conocimiento derivaba de la
experiencia sensorial, y los filésofos racionalistas, que
sostenian que los elementos mas universales e impor-
tantes de nuestro conocimiento derivaban de alguna
fuente supra-sensible. Asi, Mill dice que su Sistema
«combati6é a los filésofos de la intuicién en un terreno
en el que hasta entonces se les habia considerado into-
cables; y, a partir de la experiencia y la asociacion,
ofrece su propia explicacién de ese peculiar caricter de
las que llamamos verdades necesarias, que es aducido
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como prueba de que la evidencia de dichas verdades
ha de venir de una fuente mis profunda que la expe-
riencias?,

Frege se opone a Mill y concuerda con Kant en que
la matemitica es conocida a priori. Pero mantiene que
las verdades de la aritmética no son sintéticas en absolu-
to, y niega que contengan informacién alguna que no
esté implicita en la naturaleza del conocimiento mismo.
A diferencia de la geometria —que, de acuerdo con
Kant, se basaba en una intuicién a priori— la aritmética
era analitica; no era, por cierto, nada mis que una rama
de la logica.

El objetivo a largo plazo de Frege era mostrar que la
aritmética podia ser formalizada sin tener que recurrir a
ningln tipo de nociones o axiomas no légicos, pues es-
taba basada Gnicamente en leyes generales que son ope-
rativas en cualquier esfera del conocimiento y no requie-
ren la menor apoyatura de hechos empiricos. En adicién
a su formalizacién y al calculo de proposiciones y de
funciones, la Conceptografia contenia una buena canti-
dad de importante trabajo preparatorio para esta reduc-
cion de la aritmética a la logica; mas la presentacion
completa de la tesis de Frege hubo de esperar a la pu-
blicacién de su libro Los Fundamentos de la aritmética
en 1884.

Debido en parte a la Conceptografia, Frege fue ascen-
dido al rango de profesor asalariado en 1879. La obra,
sin embargo, no fue bien recibida en el mundillo l6gico
o matemaitico en general. La notacién de Frege era bidi-
mensional y tabular; lo cual se les antojé incomodo e
inatil a los recensores. Varios autores compararon desfa-
vorablemente el libro con el de George Boole, Una in-
vestigacién sobre las leyes del pensamiento, aparecido
en 1854 con una légica organizada en férmulas que se
asemejaban bastante a las familiares ecuaciones aritméti-
cas. Las publicaciones de Frege entre 1879 y 1884 con-

2 3. S. Mill, Autobiography, Oxford University Press, 1971, pag. 135.
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sistieron principalmente en respuestas a criticos hostiles
y en explicaciones sobre el modo en que sus objetivos
y métodos diferian de los de Boole.

Tal vez debido a la desfavorable acogida de su Con-
ceprografia, Frege escribié Los fundamentos de la aritmé-
tica en un estilo muy diferente. Comparativamente, recu-
e rara vez a los simbolos y muestra una preocupacion
constante por relacionar la discusién con la obra de otros
autores. La tesis de que la aritmética es derivable de la
logica —tesis que posteriormente recibié el nombre de
Jogicismo— es expuesta ahora clara y detalladamente,
aunque de manera bastante informal la mayoria de las
veces.

Casi la mitad del libro estd dedicada a atacar las ideas
de los predecesores y contemporineos de Frege, inclui-
dos Kant y Mill. El curso de esos ataques va preparando
el terreno para la posicién logicista. En el cuerpo princi-
pal de la obra, Frege muestra como reemplazar la no-
cibn aritmética general de nimero por nociones logicas
tales como la nocién de concepto, la nocién de objeto
que cae bajo un concepto, la de equivalencia entre con-
ceptos y la nocién de extensidon de un concepto. Frege
ofrece definiciones, en términos puramente logicos, de
los niimeros cero y uno, y de la relacién que cada na-
mero tiene con su predecesor en la serie numérica.
A partir de estos elementos, juntamente con las leyes ge-
nerales de la logica, el autor ofrecia derivar la totalidad
de la teoria de nimeros.

Los fundamentos de la aritmética es una obra muy
notable; pero al aparecer recibié una recepcion atin mas
fria que la Conceptografia. S6lo merecio tres criticas, to-
das ellas hostiles, y durante casi veinte afios el libro
permaneci6 virtualmente ignorado. Frege se sinti6 desilu-
sionado, aunque no desanimado para seguir trabajando
sobre su gran proyecto.

En los Fundamentos hay dos tesis a las que Frege
concede gran importancia. La primera es que cada na-
mero individual es un objeto independiente. La segunda
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es que el contenido de un enunciado de asignacién de
un ndmero es una asercion relativa a un concepto; asi,
por ejemplo, el enunciado <La Tierra tiene una luna» asig-
na el namero 1 al concepto luna de la Tierra.

A primera vista estas tesis parecen estar en conflicto,
pero si entendemos lo que Frege quiere decir con «con-
cepto» y «objetor veremos que ambas son complementa-
rias. Al decir que un nimero es un objeto, el autor no
esta sugiriendo que un nGmero sea algo tangible, como
lo son un arbol o una mesa. Lo que hace mas bien son
dos cosas muy distintas. En primer lugar estd negando
que un nGmero es una propiedad que pertenezca a una
cosa, sea individual o colectiva. En segundo, esti tam-
bién negando que el nimero sea algo subjetivo, un ele-
mento mental o una propiedad de un elemento mental.
Los conceptos son para Frege independientes de la men-
te, y asi no hay contradiccién entre la tesis de que los
nameros son objetivos y la tesis de que los enunciados
numéricos son enunciados acerca de conceptos. Estos
dos principios seran parte esencial del nticleo del pensa-
miento de Frege durante muchos afios, mientras sus es-
fuerzos se encaminan a la perfecciéon del simbolismo y a
la presentacion rigurosa de la tesis logicista.

Es facil ver que la filosofia de la matemitica de Frege
esta estrechamente ligada a su concepcion de varios tér-
minos clave de la logica y de la filosofia; y, ciertamente,
con la Conceptografia y los Fundamentos no s6lo fundd
Frege la l6gica moderna, sino que también abri6 una nue-
va perspectiva a la filosofia de la l6gica. Y lo hizo al esta-
blecer una neta distincién entre el tratamiento filoséfico de
la logica y otras dos disciplinas que a menudo habian
estado entremezcladas. Por una parte separd a la logica de
la psicologia (con tanta frecuencia confundidas por los fi-
l6sofos de tradicién empirista) y, por otra, de la epistemo-
logia (con la que habia sido a veces mezclada por filéso-
fos de la tradicibn que arranca de Descartes).

Durante los nueve afios que siguieron a la publicacién
de los Fundamentos, Frege se dedico principalmente a su
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proyecto logicista de derivar la aritmética de la l6gica. Sin
embargo, sus publicaciones durante este periodo se ocu-
pan esencialmente de problemas de filosofia del lenguaje.
En 1891-1892 aparecieron tres articulos: «Funcién y Con-
cepto., Sentido y Referencia» y «Concepto y Objetor. Cada
uno de estos ensayos, que hoy son autoridad, presenta
ideas filosoficas de importancia fundamental con brevedad
y daridad asombrosas. Sin la menor duda, fueron consi-
derados por Frege como auxiliares para el proyecto logi-
cista, pero en la actualidad son tenidos por los escritos se-
minales clasicos de la modermna teoria semantica.

Uno de los mis significativos desarrollos del pensa-
miento fregeano en aquel tiempo fue la nueva distincién
que el autor introduce ahora entre sentido y referencia.
Mientras otros filosofos hablaban ambiguamente del sig-
nificado de una expresion, Frege nos invita a constatar
la diferencia entre la referencia de una expresion (el
objeto al que se refiere, como el planeta Venus es la re-
ferencia de da estrella de la mafiana») y el sentido de
esa expresion. (da estrella de la tarde» difiere en sentido
de J{La estrella de la mafiana», aunque, como los astrono-
mos descubrieron, la primera también se refiere a Ve-
nus.) La mas chocante y controvertida aplicacién de la
distincién fregeana entre sentido y referencia es su teo-
ria de que no son sélo las palabras aisladas las que tie-
nen referencia, sino que también la tienen los enuncia-
dos completos. La referencia de un enunciado es su
valor de verdad (esto es, lo Verdadero, o lo Falso).

El climax de la carrera de Frege como filésofo deberia
haber llegado con la publicacién de los volimenes de
Grundgesetze der Aritbmetik (Principios de la aritmética)®,
en los que el autor presenta de manera formal la cons-
truccion logicista de la aritmética sobre la base de la pura
logica. Esta obra se proponia ejecutar la tarea programada
en los anteriores libros sobre la filosofia de la matemaitica:

3 Las paginas citadas de esta obra, no traducida al espafiol, son las
de su edici6én original alemana.
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establecer un conjunto de axiomas que fueran con toda
evidencia verdades légicas, proponer un conjunto de re-
glas de inferencia de consistencia reconocida, y luego, sir-
viéndose de estas reglas, presentar, una por una, deriva-
ciones de las habituales verdades aritméticas a partir de
los axiomas en una versién ampliada del simbolismo
de la Conceptografia. Sin embargo, ningiin editor se com-
prometidé a publicar el manuscrito completo; Pohle de
Jena, que habia publicado «Funcién y Concepto- como un
opusculo, accedia a publicarlo en dos volamenes, supedi-
tando la edicién del segundo al éxito del primero. A fina-
les de 1893 aparecia el primer volumen; la publicacién del
segundo fue pospuesta hasta 1903.

Los Grundgesetze siguen la linea principal de Los fun-
damentos. No obstante, Frege pone aqui mucho mis
énfasis en la nocién de clase, que ahora considera esen-
cial para la definicién de la nocién de namero. Los nd-
meros cardinales son en efecto definidos como clases de
clases equivalentes, esto es, clases con el mismo ntme-
ro de miembros; asi, el nimero dos es la clase de los
pares, y el nimero tres es la clase de los trios. Pese a
las apariencias, esta definicion no es circular, puesto que
podemos decir qué significa que dos clases tienen el
mismo nimero de miembros sin necesidad de utilizar la
nocién de ntmero. Dos clases son equivalentes si es
posible ponerlas mutuamente en correspondencia de
uno-a-uno. Podemos definir el nimero cero en términos
puramente logicos como la clase de todas las clases
equivalentes a la clase de objetos que no son idénticos
consigo mismos. Podemos definir al nimero uno como
la clase de todas las clases equivalentes a la clase cuyo
Gnico miembro es cero. Para pasar de la definicién de
cero y uno a la definicién de los otros nGmeros natura-
les, Frege hace uso de las definiciones de «sucesor y de
otras relaciones matemiticas en el seno de la serie nu-
mérica que ya habifa desarrollado en la Conceptografia.
El tratamiento de los nameros negativos, fraccionarios,
irracionales y complejos quedé pospuesto para el segun-
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do volumen. El majestuoso proyecto de Frege quedd
abortado antes de ser completado. El primer volumen
fue recibido en general con la fria indiferencia que ha-
bia acompaiiado a sus anteriores obras. A resultas de
ello, la publicaciéon del segundo volumen qued6 conge-
lada durante una década y vio finalmente la luz a expen-
sas del propio autor. No obstante, la publicacion del pri-
mer volumen tuvo como consecuencia la promocion de
Frege a la citedra en Jena y una sustancial ayuda de
investigacion financiada por la fundacién de la compa-
nfa fotogrifica Zeiss. Igualmente dio lugar a una fructife-
ra controversia con el logico italiano Giuseppe Peano,
que modificoé su propia y recién publicada axiomatiza-
cién de la aritmética para tomar en cuenta las criticas de
Frege. A través de Peano, la obra de Frege llegd final-
mente a oidos del primero de sus lectores ingleses, Ber-
trand Russell, a la sazén un joven miembro del Trinity
College en Cambridge.

Entre la aparicién de los dos volimenes de los
Grundgesetze, Frege emple6 mucho tiempo en publicar
amargos y sarcisticos ataques de intensidad creciente
contra los estudiosos que habian malinterpretado sus
propias publicaciones. El mis fértil de ellos fue su hostil
recension de la Filosofia de la aritmética del fil6sofo ale-
man Edmund Husserl; la critica fregeana, que en buena
parte fue asumida por Husserl, llevd a éste a abandonar
el psicologismo que anteriormente habia defendido y a
convertirse, aliado con Frege, en uno de sus mais seve-
ros criticos.

Mientras el segundo volumen estaba en prensa, en
1902, Frege recibi6 una carta de Russell en la que le
advertia que el quinto de los axiomas iniciales de los
Grundgesetze tornaba inconsistente al sistema entero.
Este axioma establece en efecto que si todo F es G, y
todo G es F, entonces la clase de los Fs es idéntica a la
clase de los Gs, y viceversa: era el axioma que, en pala-
bras de Frege, permitia da transiciobn de un concepto a
su extensibn», transicién que era esencial si habia que
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establecer que los nimeros eran objetos logicos. Con
este axioma, el sistema de Frege permitia la formacion
de la clase de todas las clases que no son miembros de
si mismas. Pero la formacion de una clase tal, advertia
Russell, conduce a una paradoja: si es miembro de si
misma, entonces no es miembro de si misma; si no es
miembro de si misma, entonces es miembro de si mis-
ma. Un sistema que conduzca a semejante paradoja no
puede ser logicamente correcto.

No sin razon, Frege cayd en un amargo abatimiento
ante este descubrimiento, aunque se afan6 en recompo-
ner su sistema debilitando el axioma responsable. La
paradoja y su pretendida solucién fueron descritas en un
apéndice al segundo volumen de los Grundgesetze cuan-
do apareci6 en 1903. El sistema de Frege revisado resul-
td a su vez ser inconsistente, aunque Frege siguié cre-
yendo en él durante varios afios. Después de su
jubilacién en Jena, en 1918, parece haber abandonado
finalmente su creencia de que la aritmética era derivable
de la légica, y haber retornado a la concepcién kantiana
de que la aritmética, al igual que la geometria, es sinté-
tica a priori.

En los dltimos afios de su vida, entre 1918 y su muer-
te, Frege intentd escribir un tratado completo de logica
filoséfica. Todo lo que pudo completar fue una serie de
articulos (Investigaciones logicas, 1919-1923) en los que
volvia a la relacién entre logica y psicologia filosofica, o
filosofia de la mente, y discutia la naturaleza del pensa-
miento y la inferencia.

Gran parte de lo escrito por Frege durante sus Gltimos
afios sobre logica filoséfica estaba sin publicar cuando
muri6. Frege y su esposa Margaret tuvieron varios hijos
y todos ellos murieron jévenes; poco tiempo antes de la
muerte de ella, en 1905, adoptaron un hijo, Alfred, que
habria de ser ingeniero. Cuando Frege redactd su testa-
mento en enero de 1925, dejé sus articulos no publica-
dos a Alfred con la siguiente nota:
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Querido Alfred,

No desdefies las piezas que he escrito. Aunque no
todo sea oro, hay oro en ellas. Creo que hay aqui
cosas que algin dia podrin tener un valor mucho ma-
yor que el que ahora tienen. Cuidate de que nada se
pierda.

Tu amante padre.

Es una buena parte de mi lo que te lego con esto.

Seis meses mis tarde moria Frege sin saber que esta-
ba destinado a ser considerado el fundador del movi-
miento filbsofico mis influyente del siglo xx. Su muerte
provocd escasa resonancia en el mundo académico.

4 La mayoria de los escritos postumos fueron publicados en ale-
man en 1969 y en inglés en 1979.
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CariTuLo 1T

Conceptografia, 1

En 1879 publicé Frege un pequeiio libro titulado Be-
griff$schrifi, traducido al castellano como Conceptografia.
Este libro marc6 época en la historia de la l6gica, pues
en el espacio de su breve extensién —poco mis de cien
paginas— establece un nuevo cilculo que ocupa un lu-
gar permanente en el corazén de la moderna légica. En
la exposicién de este cilculo, el autor introduce asimis-
mo una serie de profundas observaciones sobre la natu-
raleza de la 16gica, de la prueba y del lenguaje que me-
recen un estudio detallado.

Frege present6 su cilculo en un simbolismo inventa-
do para tal fin, la escritura de conceptos que dio titulo a
la obra. La construccién de este simbolismo estaba origi-
nalmente motivada por su deseo de establecer con rigor
la verdadera naturaleza de la aritmética. Las leyes de la
l6gica operan en cualquier esfera del conocimiento. Aho-
ra bien, ¢descansan las pruebas aritméticas puramente en
estas leyes logicas, o necesitan el apoyo de hechos em-
piricos? Para responder a esta cuestién, habria que ver
-hasta dénde se podria llegar en aritmética s6lo con de-
ducciones légicas, apoyandose tnicamente en las leyes
del pensamiento.

Al aplicarse a esta tarea, Frege encontré que el len-
guaje ordinario no era lo suficientemente preciso para
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sus propodsitos. Y en consecuencia invento la escritura
conceptual. Su objetivo al hacerlo era limpiar al lenguaje
de todos los rasgos que son irrelevantes para la validez
de la prueba, puesto que ésta era el objeto de su estu-
dio. Los elementos de los enunciados que son esencia-
les para la inferencia constituyen, en la terminologia de
Frege, el «contenido conceptual; he aqui la razén de que
su nueva notacién, disefiada para simbolizar esto y sola-
mente esto, fuera llamada «escritura conceptualb-.

Cuando Frege escribia, la aritmética, la geometria y la
quimica posefan ya su propia y especial notacién simbd-
lica. Lo que habia de especial en la escritura conceptual
consistia en ser una notacién singular aplicable en cual-
quier esfera que hiciese uso de pruebas rigurosas. En al-
gunos campos —en aritmética tal vez— esta nueva nota-
cién podria quizd bastar por si misma para capturar todo
lo que fuera necesario para verificar la validez de una
prueba. En otros campos —digamos, geometria o cinema-
tica— seria necesario un simbolismo suplementario que
expresase las propiedades y relaciones especificas envuel-
tas. A medida que la fisica progresa se requerirdn sin duda
nuevos sistemas simbolicos para capturar nuevos descubri-
mientos; pero las leyes de la logica operan en fisica como
en cualquier otra parte, y para codificar esas leyes no te-
nemos que esperar a alguna fecha mitica en que todas las
leyes de la naturaleza hayan sido descubiertas.

Frege no se hacia la ilusién de que su escritura con-
ceptual fuera un lenguaje nuevo y perfecto que habria
de descartar al lenguaje natural por imperfecto. Al con-
trario, la relacién entre su escritura conceptual y el len-
guaje ordinario era para él como la relacibn que hay
entre el microscopio y el ojo. El ojo es claramente supe-
rior al microscopio: puede aplicarse de muchos modos
y sobre muchos objetos sobre los que el microscopio €s
indtil. Sélo cuando se requiere una alta resolucién para
fines particulares es cuando el microscopio resulta supe-
rior al ojo desnudo. Similarmente, la escritura conceptual
ests disefiada para la tarea especial de resaltar nitidamen-
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te aquellos elementos que son esenciales para la validez
de la prueba. Para este fin particular el lenguaje ordina-
rio es demasiado exuberante, y las formas de expresion
de los lenguajes naturales pueden ser engafiosas. Frege
esperaba que su notacion conceptual ayudara a desen-
mascarar las ilusiones generadas por idiomas ambiguos.
En este sentido, tal notacién podria ayudar a la filosofia
a qyomper el dominio de la palabra sobre la mente hu-
mana- (C, Introd., pag. 10).

Cuando Frege dice que el lenguaje ordinario es enga-
050, no quiere decir con ello que los hablantes ordina-
rios estén inmersos en el error en su uso cotidiano del
lenguaje, sino que los gramiticos analizan el lenguaje de
maneras que son falaces para los fines 16gicos. Un ejem-
plo es la distincion entre el sujeto y el predicado de una
proposicién. Considérense los dos siguientes enunciados
sobre la Batalla de Hastings:

William derroté a Harold.
Harold fue derrotado por William.

En la escuela aprendemos, o solemos aprender, que
estas dos proposiciones son bastante diferentes entre s,
que tienen diferentes sujetos y diferentes predicados. El
sujeto de la primera es «William» y el predicado (que
podria ser analizado a su vez en verbo activo y objeto)
es «derrotd a Harolds; el sujeto de la segunda es «Harold»
y el predicado (que podria ser analizado también en
verbo pasivo y agente) es fue derrotado por Williams.

Hay ciertamente diferencias de importancia lingiistica
entre las construcciones activa y pasiva. La eleccién en-
tre una y otra dependera, dice Frege, del contexto de la
«nteraccion entre el que habla y el que escucha»: el ora-
dor puede recurrir a una u otra forma por razones de
énfasis, o para ligar la frase con lo que ha dicho antes.
Pero las diferencias entre las dos proposiciones no tie-
nen la menor influencia en lo que de ellas se sigue logi-
camente. Todo lo que se sigue de la primera, se sigue
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también de la segunda, y viceversa. Por tanto, dice Fre-
ge, una y otra proposicion no difieren en contenido con-
ceptual.

JLa distincién entre sujeto y predicado, escribi6 Frege
en la Conceptografia, «no tiene lugar en mi modo de
representar un juicio» (C, § 3). En su obra posterior, Fre-
ge vuelve a usar el término «predicado empleindolo en
un sentido diferente del que acaba de ser ilustrado. Po-
demos usar la expresion sujeto gramatical y «predicado
gramatical» para indicar la distincion que Frege introdujo
en su escritura conceptual, y utilizar «predicado» rout
court en el sentido en el que él mismo lo utilizé en sus
escritos posteriores.

En la Conceptografia, Frege reemplaza las nociones de
sujeto gramatical y predicado gramatical por los con-
ceptos logicos de argumento 'y funcion (C, Introd., pa-
gina 10). Supdngase que tomamos nuestra proposicién

William derrot6 a Harold

y que en lugar de la palabra Harold» ponemos la pala-
bra «Canuto. Es claro que esto altera el contenido de la
proposicién, y que, ciertamente, torna una proposicién
verdadera en una proposicién falsa. Podemos concebir al
enunciado como formado por un componente constante
William derroté a..» y un simbolo reemplazable Harold».
El nombre «Harold» es reemplazable por otros simbolos
similares, por nombres que designen a otras personas del
mismo modo que «Harold» nombra a Harold. Concebido
el enunciado de este modo, Frege llamari funcion al
primer componente fijo, y argumento de la funcién al se-
gundo componente. El enunciado «William derroté a Ha-
rold» es el resultado de completar la expresion «William
derroté a..» con el nombre «Harold-, y el enunciado
William derroté a Canuto» es resultado de completar la
misma expresion con el nombre «Canuto-. Es decir, en la
terminologia sugerida en la Conceptografia, el enuncia-
do «William derrot6 a Harold» es el valor de la funcion

30



«William derrot6 a..» para el argumento <Harold», y
William derrot6 a Canuto» es el valor de la misma fun-
cibn para el argumento «Canuto».

Al igual que ocurre con la distincién entre sujeto y
predicado, la distincién entre funcién y argumento no
afecta al contenido conceptual. Asi como dos proposicio-
nes con diferentes sujetos y predicados pueden tener el
mismo contenido conceptual, igualmente puede ser el
caso con dos proposiciones que sean los valores de di-
ferentes funciones y diferentes argumentos. Un enuncia-
do aislado puede ciertamente ser analizado en funcién y
argumento en mas de una forma, mientras retiene el
mismo contenido conceptual. Por ejemplo, el enunciado

William derrot® a Harold

no es sblo el valor de la funcién «William derrot6 a...
para el argumento <Harold»; también es el valor de la
funcién «... derrot6 a Harold» para el argumento «Williame.

Las expresiones «William derrot6 a..» y «.. derroté a
Harold» necesitan cada una de ellas un nombre singular
para tornarse en enunciados; son, en terminologia de Fre-
ge, funciones que toman un solo argumento. Pero la ex-
presion «... derrotd a...» necesita ser suplementada en cada
uno de los extremos para convertirse en un enunciado: es
una funcién que toma dos argumentos. «William derroté a
Harold» es el valor de esta funcién para los argumentos
«William- y «Harold». Es evidente que el orden en que los
argumentos ocurren introduce una gran diferencia; por
tanto, una escritura conceptual tendrd que especificar
cbmo representar el orden de sus ocurrencias (C, § 9).

Consideremos ahora la proposicion un tanto especial
que Frege nos presenta:

Catbn matd a Catdn.

Podemos considerar tal proposiciéon como una funcién
del argumento «Catén» de varios modos. Hay diferencia
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si pensamos en «Catén» como un simbolo reemplazable
por otro argumento en el primero o en el segundo de
los dos lugares. En el primer caso «.. matd a Caton- es
la funcién; en el segundo, la funcidn es «Catén matd a...;
hemos de encontrar, sin embargo, algiin modo de indi-
car que los dos huecos han de ser llenados con el mis-
mo nombre, digamos poniendo en cada uno de los
lugares la misma letra a titulo de reserva de plaza, asi:
X mat6 a X-. Esta Gltima expresion serd equivalente a la
expresion «.. se mat6 a si mismo» (0, en el caso de un
argumento tal como <Cleopatra», equivalente a «.. se mato
a si misma»).

Frege ofrece la siguiente definicion general de un-
cibn» y «argumentos:

Si en una expresién... aparece un simbolo simple o
compuesto en uno o mis lugares, y si lo pensamos
como reemplazable en todos o en algunos de estos lu-
gares por algo distinto, pero siempre por lo mismo,
entonces a la parte de la expresién que se muestra in-
variante bajo tales reemplazos la llamamos funcién; y la
parte reemplazable, su argumento (C, pags. 28-29).

Esta definicién puede ser aplicada no solo al analisis
de proposiciones, como en nuestros anteriores ejemplos,
sino también al anlisis de expresiones de otros tipos,
por ejemplo de nombres complejos o descripciones. «Pa-
dre de Isaac», por ejemplo, una descripcién de Abrahan,
puede ser considerada como el valor de la funcién Pa-
dre de..» para el argumento «saac-.

En la Conceptografia resulta claro que funciones, ar-
gumentos y sus valores son todos ellos trozos de lengua-
je: nombres, simples o compuestos, y enunciados, con o
sin lagunas. La definicion ofrecida por Frege se refiere
explicitamente a las expresiones, no a las cosas fuera del
lenguaje que dan contenido o significado a las expresio-
nes. Sus ejemplos de argumentos y de funciones son
introducidos en general rodeados de comillas, lo que
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naturalmente indica que es de elementos lingliisticos de
lo que se estd hablando.

Sin embargo, al utilizar los términos funcién» y <argu-
mento, Frege estd haciendo de ellos un uso matemitico;
y el anilisis del uso que hacen los matemiticos muestra
que las funciones y los argumentos no son para ellos ele-
mentos lingtiisticos, sino algo diferente. En la ecuacién

y=xx-4)

un matemdtico dirfa que y indica el valor de una cierta
funcién y que x indica el argumento de la funcién. El
valor de la funcién en cuestion, para el argumento 8,
es 32. Pero aqui argumento y valor no son simbolos: son
ndmeros, no numerales. En sus obras posteriores Frege se
mostré mucho mis interesado en aplicar las nociones de
Jfuncion y argumento no tanto a los elementos lingiifsti-
cos en si como a los elementos con los que el lenguaje
suele expresarse y hablar de las cosas. Mas adelante vol-
veremos sobre este interés generalizado de Frege. Aqui,
en la Conceptografia, ese interés es solo latente: su prin-
cipal cometido es aplicar las referidas nociones a la cons-
truccin de enunciados en lenguaje natural y en notacion
simbdlica’.

Para evitar la confusién con las funciones y argumen-

! En la Conceptografia, Frege no se cuida tanto como lo haria des-
pués de distinguir sistemiticamente entre los signos y lo que éstos
significaban —entre, por ejemplo, el nombre Guillermo» y la perso-
na Guillermo el Conquistador al que el nombre nombra. Cuando
habla de funciones abandona ocasionalmente su propia concepcién
de que son trozos de lenguaje y las considera como algo subyacente
al lenguaje, por ejemplo, conceptos. Asi, al ofrecer el tercer posible
andlisis de la proposicién “Catén maté a Catén”, dice Frege, «si ima-
ginamos a “Catén” como reemplazable en ambas ocurrencias, enton-
ces “matarse a uno mismo” es la funcién-. Y esto resulta confuso. E]
uso de las comillas en “matarse 2 uno mismo” induce a creer que
Frege estd hablando consistentemente de una expresion lingiiistica;
pero “matarse a uno mismo” no es la misma expresién que “X mat6
a X”, incluso aunque uno quisiera decir que una y otra son expre-
siones del mismo concepto.
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tos que mis tarde acapararian la atencion primordial de
Frege, podemos llamar funciones lingiisticas» y <argu-
mentos lingiiisticos» a las funciones de la Concepiogra-
fid. Asi, en el presente capitulo, siempre que utilicemos
la palabra funcién- estaremos hablando de funcién lin-
giiistica. Cuando en capitulos posteriores desee hablar
sobre funciones lingiiisticas, las identificaré explicitamen-
te como tales.

En proposiciones simples, la distincion entre una fun-
cién y su argumento es irrelevante para el contenido
conceptual, al igual que lo era la distincién entre suje-
to y predicado. :En qué sentido entonces la dicotomia
funcién/argumento es logicamente mis apropiada que
la distincién sujeto/predicado? La respuesta estd en que
la primera proporciona un método mas flexible de de-
tectar similaridades légicamente relevantes entre enun-
ciados distintos. El anilisis en sujeto-predicado es sufi-
ciente para sefialar la similaridad entre «César conquisto
la Galia» y «César derrot6 a Pompeyor, pero es ciego
para la similaridad entre «César conquisto la Galia» y
~Pompeyo evitd la Galia». La cuestién cobra importan-
cia l6gica cuando nos ocupamos de enunciados en los
que, en lugar de nombres propios como «César o «Ga-
lia», ocurren expresiones que contienen palabras como
dodo» o «alguno»: expresiones tales como «todos los ro-
manos- o «alguna provincia». Una vez que introducimos
expresiones de ese tipo, la distincién entre funcién y
argumento se torna, de hecho, relevante para el conte-
nido conceptual. Algo mis adelante (véase pag. 42)
volveremos sobre esta cuestion.

En los siglos que precedieron a Frege, la parte mis
importante de la légica era el estudio de la validez de
inferencias que contenian enunciados que empezaban
por «odos, «ninguno» y «alguno». Considérense las dos
inferencias siguientes:

2 En esto sigo a Geach, en G. E. M. Anscombe y P. T. Geach,
Three Philosopbers, pag. 143.

34



(1) Todos los griegos son europeos.
Algunos griegos son varones.
Por tanto, algunos europeos son varones.

y

(2) Todas las vacas son mamiferos.
Algunos mamiferos son cuadripedos.
Por tanto, todas las vacas son cuadrpedos.

Estas dos inferencias tienen mucho en comtn una con
otra. Las dos extraen una conclusién a partir de un par
de premisas. En cada inferencia, la palabra clave que
ocupa el lugar del sujeto gramatical de la conclusién
aparece en una de las premisas, y la palabra clave que
ocupa el lugar del predicado gramatical de la conclusién
aparece en la otra. Las inferencias que exhiben esta ca-
racteristica son llamadas ssilogismos- por los 16gicos, yla
rama de la logica que estudia la validez de inferencias
de este tipo, que fue inaugurada por Aristoteles, es lla-
mada ssilogisticar.

Una inferencia vilida es una inferencia de una forma
tal que jamis podri llevar de premisas verdaderas a una
conclusion falsa. De las dos inferencias recién expuestas,
la primera es vilida y la segunda invilida. Es cierto que
en cada uno de los casos dados las premisas son verda-
deras y la conclusién también lo es. No es posible
desautorizar a la segunda sobre la base de que los enun-
ciados que la forman sean falsos. Lo que si cabe desau-
torizar es el «Por tanto»: la conclusién puede ser verda-
dera, pero no se sigue de las premisas.

Podemos explicitar mejor esto construyendo una infe-
rencia paralela que conduzca de premisas verdaderas a
una conclusién falsa. Por ejemplo,

(3) Todas las ballenas son mamiferos.
Algunos mamiferos son animales terrestres.
Por tanto, todas las ballenas son animales terrestres.
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Esta inferencia es de la misma forma que la inferen-
cia (2), como puede mostrarse exhibiendo la estructura
de la inferencia mediante letras esquematicas:

(4) Todos los As son Bs.
Algunos Bs son Cs.
Por tanto, todos los As son Cs.

Puesto que la inferencia (3) lleva de premisas verda-
deras a una conclusion falsa, podemos ver que la forma
del argumento (4) no es fiable. De aqui que la inferen-
cia (2), pese a que su conclusién es de hecho verdade-
ra, no sea una inferencia vilida.

Un modo de definir a la logica es decir que es una
disciplina que separa las buenas inferencias de las ma-
las. La logica ofrecia antes de Frege un complicado con-
junto de reglas que separaban los buenos silogismos de
los malos silogismos. No es ocasién de detenerse aqui
en dar ejemplos de esas reglas; baste decir que eran
suficientes para decidir que la inferencia (1) es una infe-
rencia vilida, y que la (2) es una inferencia invalida.

La debilidad de la silogistica estaba en que no podia
ocuparse de inferencias en las cuales ocurrian palabras
como «todo» 0 «alguno (o «cada» y «ualquiera») no en el
lugar del sujeto, sino en alguna parte del predicado gra-
matical. Las reglas no le permitirian a uno determinar,
por ejemplo, la validez de inferencias que contuvieran
premisas tales como «odo escolar sabe algunas fechas» o
«algunas personas odian a todos los policias- en casos en
los que la inferencia descansara en la palabra «algunas-
en la primera, o en la palabra «¢odos- en la segunda pro-
posicion. Frege mostrd en su Conceptografia el modo de
superar esta dificultad.

El primer paso consistié en introducir una nueva no-
tacion que capturase el tipo de generalidad expresada
por una palabra tal como «odo» con independencia del
lugar en que ocurriera en la proposicion. Supdngase que
tomamos el enunciado «Sécrates es mortal-. Podemos
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analizar tal enunciado en argumento y funcién, siendo
«Socrates» el argumento y «.. es mortals la funcién. Si S6-
crates es mortal- es un enunciado verdadero, podemos
decir que la funcion es verdadera® para el argumento
«SOcrates». Frege introdujo un simbolo para indicar que
una cierta funcién es verdadera con independencia del
argumento que se tome. El simbolismo real que presen-
6 no es ya utilizado por los légicos; recurriendo en su
lugar a uno equivalente mis moderno podemos escribir

(%) (x es mortal).

«(x)k es el signo de la generalidad, y la expresidn en-
tera puede ser leida: Para todo x, x es mortal, lo cual
quiere decir que sea cual sea el nombre que se tome
como argumento de la funcion «.. es mortal, la funcién
es verdadera. Por razones de simplicidad en la €xposi-
cion, restrinjamos por ahora nuestra atencién a nombres
de seres humanos. Con tal restriccién, el enunciado «Para
todo x, x es mortal- serd equivalente, en contenido con-
ceptual, al enunciado que en lenguaje ordinario es la
generalizacion de Socrates es mortal, a saber: «Todo el
mundo es mortal»,

Similarmente, si tomamos un enunciado tal como Juan
tiene relacién con Juana,, podemos generalizarlo de
acuerdo con los varios modos en los que, segin hemos
visto, es posible analizar un enunciado en funcién y ar-
gumento. Asi, «(x) (x tiene relacién con Juana) es equi-
valente a «Todo el mundo tiene relacién con Juana», y
«(3) (Juan tiene relacion con )} es equivalente a Juan tie-
ne relacién con todo el mundo-. Si analizamos el enun-
ciado mediante la funcién binaria «... tiene relacién con...»
necesitaremos dos simbolos de generalidad si queremos
generalizar los dos argumentos. Asi, tendriamos que es-
cribir «(x) (3) (x tiene relacion con ), que se lee Para

% Asi es como traduzco la expresion alemana correspondiente a «es
un hecho» de la traduccién de Geach y Bynum.
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todo x y para todo y, x tiene relacion con j», que es
equivalente a «odo el mundo tiene relacién con todo el
mundo». El hecho de que su notacién le permitiera dar
asi expresion uniforme a la generalidad cuantas veces y
en cualquier lugar de la proposicién en que apareciese,
fue lo que principalmente permitié6 a Frege realizar tan
gran avance respecto a la silogistica tradicional.

Frege no introdujo ningln signo especial que co-
rrespondiese a la palabra «algunos» en una proposicion
tal como «algunos romanos fueron cobardes.. Desde
hacia largo tiempo los logicos habian aceptado que
esta oracién era equivalente a o todos los romanos
fueron no cobardes», y Frege hizo uso de esta relacion
entre «algunos» y «no todos... no» para codificar propo-
siciones que contuviesen la palabra «alguno». Pero esta
codificacién necesita de un simbolo que corresponda
a «no».

Frege introdujo el signo de negacion, un signo que
anexionado a un enunciado «expresa la circunstancia de
que el contenido [del enunciado] no tiene lugar- (C, § 7).
Al igual que con los otros, el simbolo particular que Fre-
ge introdujo ha caido en desuso, pero podemos utilizar
uno de sus equivalentes modernos, el signo «w. Utilizan-
do este simbolo, escribimos la negacién de Socrates es
mortal como «—(Sécrates es mortal»», que puede ser lei-
do como «No es el caso de que Socrates sea mortal.
(Ello es equivalente a SOcrates no es mortal; pero en
estrecho paralelo con su rechazo de la distincion grama-
tical sujeto-predicado, corre la preferencia de Frege por
adjuntar el signo de negacién no al predicado gramatical
de una oracién, sino a la oracién en su totalidad. Mas
adelante consideraremos las ventajas de este método de
simbolizacién.)

Al igual que la oracién original Sécrates es mortal, la
oracién que constituye su negacién puede ser analizada en
argumento y funcién; por ejemplo, —(Socrates es mortaD»
es el valor de la funcién (... es mortal» para el argumento
Socrates». Como antes hicimos, podemos adosar el signo de
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generalidad a esta funcién y obtener el enunciado {x)(x
es mornal» que puede ser leido como «Para todo x no es
el caso que x sea mortal,, y esto es equivalente en conte-
nido conceptual a la proposicion del lenguaje natural <Todo
el mundo no es mortal» interpretada en el sentido de Na-
die es mortals.

Sin embargo, la proposicién del lenguaje ordinario
puede ser tomada de diversas maneras. Cabe pensar que
<Todo el mundo no es mortal» tiene la misma construc-
cién que «Todo lo que brilla no es oro», en cuyo caso
significaria lo mismo que «No todo el mundo es mortal.
Y ello se traduciria de modo diferente en la escritura
conceptual de Frege como «(x)(x es mortaD», que sig-
nifica que no es el caso de que para todo x, x sea mor-
tal. Aqui tenemos un ejemplo de las razones que asis-
tian a Frege para creer que su simbolismo era mas
preciso que el lenguaje ordinario, y que con él podia-
mos eliminar la ambigiiedad de proposiciones que en el
lenguaje comGn podrian ser interpretadas de varios mo-
dos (C, §§ 11-12).

La diferencia, que es oscura en el lenguaje ordinario y
queda clarificada por la escritura conceptual, es llamada
por Frege una diferencia de alcance. En «—(x)(x es mor-
taD», el signo de negacion esta fuera del alcance del signo
de generalizacién: la negacion no estd generalizada. En
«(x)(x es mortal» el signo de negacién esti dentro del
alcance del signo de la generalizacién, y la negacién esta
generalizada (C, § 12). Se trata aqui por tanto de la distin-
cién entre la negacién de una generalizacion y la genera-
lizacién de una negacitn.

La expresion «alguno» puede ahora ser definida en tér-
minos de negacién y generalizacion. <Alguno es mortal»
puede ser considerado como equivalente a «No es el
caso de que todo el mundo no sea mortal,, 0, en nues-
tra actualizacién de la escritura conceptual de Frege,
() (x es mortal),

Hasta ahora, y por razones de exposicién, me he limita-
do a reemplazar las x en la escritura conceptual fregeana
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por nombres de seres humanos. El propio Frege no se
impuso tal restriccion; para él todos los objetos de cualquier
tipo eran nombrables —los numerales, por ejemplo, son
nombres de nimeros— y los lugares de los argumentos en
su escritura conceptual pueden ser completados con el
nombre de una cosa cualquiera. En consecuencia «(x)(x es
mortal» debe leerse realmente no como <Todo el mundo
es mortab, sino como «Toda cosa es mortal> —proposicién
que no es verdadera, porque, por ejemplo, el niimero diez
no es mortal.

El simbolismo de Frege nos permite construir enuncia-
dos sobre la existencia de cosas de tipos particulares.
Utilizamos la misma notacién que la hasta ahora emplea-
da para introducir enunciados que contengan la expre-
sién «alguno». Frege observa que «—(x)(x es una casa»
es equivalente a <hay casas», supuesto que se entienda
este enunciado en el sentido de cubrir el caso en el que
sblo hubiera una casa y ninguna mis (C, § 12 n.). Aun-
que Frege no lo hizo, es posible introducir un Gnico sim-
bolo para abreviar la expresiéon «(x)w, y este simbolo
serfa por tanto equivalente a «alguno». Los simbolos asi
equivalentes a «odo» y «alguno» son ahora llamados por
los l6gicos «cuantificadores», y la rama de la logica que
se ocupa de su uso en las inferencias recibe el nombre
de teoria de la cuantificacion.

Frege fue el primero que sistematizé totalmente la teo-
ria de la cuantificacién. Hemos visto que los légicos an-
teriores a Frege usaban letras esquematicas para expo-
ner la estructura de las proposiciones que formaban los
silogismos. Frege adoptd y amplié su uso. Para indicar
una funcién del argumento X sin especificar a éste, Fre-
ge escribe en la Conceptografia una letra griega adosada
a una <X entre paréntesis. Podemos decir en general que
afirmar que P(X) es equivalente a afirmar que X tiene
la propiedad ®. Para indicar, sin especificarla, una fun-
cién de dos argumentos X e ¥, escribimos ¥ (X, Y), don-
de los lugares de X e Y dentro del paréntesis represen-
tan los lugares ocupados por X e Y en la funciébn. Asi,
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afirmar que W(X, V), viene a ser lo mismo que afirmar
que X tiene la relacién ¥ con Y*

En este punto introduce Frege una breve pero im-
portante observacién, aunque su importancia no es
aparente en una primera lectura. Frege dice que el
simbolo «®» ocurre en un lugar particular en la expre-
sion «@(X)», y puesto que cabe imaginar que ese sim-
bolo puede ser reemplazado por cualquier otro simbo-
lo —por ejemplo «F~— con vistas a expresar diferentes
funciones del argumento X, podemos considerar a
®(X) como una funcion del argumento ®. Obsérvese
que Frege no esti diciendo que podamos, si quere-
mos, considerar a <X como la funcién y a «P» como
el argumento en «®(X) (ello privaria de sentido a la
distincién que tan cuidadosamente habia elaborado).
Lo que en realidad estd haciendo es pasar a un nivel
distinto de anilisis para decir que, asi como en el ni-
vel biasico «®- es una funcién del argumento <X, del
mismo modo si, abandonando la consideracion de la
relacion entre una parte y otra del enunciado, pasa-
mos a considerar la relaciéon que hay entre las partes
y el enunciado total, podemos decir que el enunciado
completo es una funcién de la funcién que estid con-
tenida en él. A una funcién de este tipo, una funcién
de otra funcién, podria llamarsela con propiedad fun-
cién de segundo nivel.

A primera vista esto resulta enigmdtico. Cuando Frege
introdujo la nocién, defini6é a la funcién como parte de

4 En la exposicion de Frege de este punto (C, pags. 30-31) hay dierta
confusién, puesto que «0 (PHI)» pretende ser una variable reemplaza-
ble por una funcién lingiiistica, tal como «.. es mortal. Hablar, por
tanto, de «ener la propiedad ®» envuelve una confusién entre un sig-
no y lo que éste significa. Cuando afirmamos que Sécrates es mortal,
no afirmamos que tiene la propiedad «.. es mortals, sino que tiene la
propiedad de la mortalidad. En su obra posterior, Frege iba a tratar los
problemas inherentes a este anilisis. Otra cuestion distinta es que Fre-
ge dice que ¥(4,B) es traducible como «B esti en la relacion ¥ con
A, cambiando el orden de los lugares de los argumentos. Posterior-
mente abandond esta confusa prictica.
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una expresion. Pero «@(X) no corresponde a una parte,
sino a una expresidn entera, un enunciado completo. La
respuesta al enigma debe estar en que Frege piensa que
es posible suplementar «®(X)» para construir un todo
mis amplio, del mismo modo que «®» es suplementado
por «X» para construir el enunciado completo «P(X}. Para
mayor claridad, examinemos lo que dice Frege en el mo-
mento de unificar su terminologia de argumento y fun-
cién con su método de simbolizar la generalidad.
Frege escribib:

Aqui convendria estar avisado de un ilusorio engafio
al que facilmente conduce el uso del lenguaje. Si se
comparan las dos proposiciones:

<El nGmero 20 es representable como la suma de
cuatro nimeros cuadrados.»

<Todo nimero entero positivo es representable como
la suma de cuatro nlmeros cuadrados», entonces pare-
ce posible que concibamos a «ser representable como la
suma de cuatro nimeros cuadrados» como una funcién
que tiene en primer lugar por argumento «el nimero 20»
y en segundo lugar ¢odo entero positivo». Lo erréneo
de esta concepcién se advierte observando que «l ni-
mero 20 y «odo entero positivo» no son conceptos del
mismo rango (C, pig. 29).

Cuando procede a explicar lo que quiere significar al
decir que dos expresiones difieren en rango, Frege dice
que mientras que «l nimero 20» comporta una idea in-
dependiente, la expresion «odo entero positivor sélo
adquiere sentido en el contexto de una proposicion. Si
funcién y argumento estin completamente determinados,
el modo en que la proposicién sea analizada en argu-
mento y funcién es irrelevante para su contenido
conceptual. Pero no ocurre asi si el argumento esti in-
determinado. Si se traduce a términos de funcién y ar-
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gumento, la proposicién «Todo entero positivo puede ser
representado como la suma de cuatro cuadrados» es
equivalente a «cualquiera que sea el nombre del entero
positivo que tomemos como argumento de la funcién
“... es representable como la suma de cuatro cuadrados”,
la proposicién resultante es siempre verdaderas’. En tal
caso, dice Frege, la distincién entre argumento y funcién
es relevante para el contenido.

La justificacién de esta observacién resulta clara si ins-
peccionamos la representacion de esta proposicién en la
escritura conceptual del propio Frege. Por razones de sim-
plicidad, supdngase que estamos hablando simplemente
del universo de los enteros positivos. Con respecto a ese
universo, la formula fregeana «(x)®(xk, tomando a «D»
como abreviatura de «puede ser representado como la
suma de cuatro cuadrados», corresponde a la proposicion
<Todo entero positivo puede ser representado como la
suma de cuatro cuadrados». Pero esta férmula puede ser
dividida en argumento y funcién solamente de un modo.
El primer simbolo «(x» no es un argumento, sino un
signo de generalidad. La «x» en el segundo par de parén-
tesis no es un argumento, sino una variable, esto es, un
simbolo que muestra el punto en el que un argumento
puede ser introducido. El Gnico simbolo susceptible de ser
tenido por un argumento es el simbolo de funcién «b».
Asi, la proposicion completa puede ser considerada por
tanto como el valor de la funcién «(x) (..x» para el argu-
mento «». Por ser la funcién (x) (..x) una funcién de
funcién, es decir, una funcién que toma como argumento
a otra funcién, serd una funcién de segundo nivel.

5 En este punto parafraseo a Frege para hacer consistente lo que
dice con la teoria de las funciones lingiiisticas presentada en la Con-
ceptografia. Su propia formulacion: «Cualquiera que sea el arbitrario
entero positivo que se tome como argumento de “ser representable
como la suma de cuatro cuadrados” 'la proposicidon sigue siendo
siempre verdadera- (C, pag. 29), envuelve, en el contexto de la teo-
ria establecida en la Conceptografia, una confusion entre signos y
cosas significadas.
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En la escritura conceptual de Frege, asi como en nues-
tra actualizacién de ella, la diferencia de rango entre una
expresion tal como «el nimero 20» y ¢odo entero positi-
vor estd reflejada por una diferencia en el simbolo utili-
zado en cada una de ellas. Lo que Frege llama un argu-
mento determinado serd representado en nuestra version
de su simbologia por una letra mayGscula cursiva (por
ejemplo, X); y lo que él llama un argumento indetermi-
nado lo serd por una variable letra minGscula cursiva
(por ejemplo, la «» que aparece junto al cuantificador y
en el signo que indica el lugar del argumento de la fun-
cién situado dentro del alcance del cuantificador)’.

Ahora puede verse como responder a la cuestién: ;Por
qué pensaba Frege que cabia considerar a «®(X} como
una funcién de «@» pese al hecho de que «@(X» es com-
pleta y una funcién es algo incompleto? Una funcién de
primer nivel, tal como «... es mortals, es incompleta. Pero
puede ser completada de dos modos diferentes: insertan-
do un argumento en el lugar que le habia sido reserva-
do, como en <Sbécrates es mortal-, o completindose por
si misma al convertirse en argumento de una funcién de
segundo nivel. Esto es lo que sucede cuando la elipsis
en «.. es mortal» es completada con un cuantificador tal
como <Toda cosa».

Para completar nuestro esquema de la teoria fregeana
de la cuantificacién, abandonemos el campo de los cuan-
tificadores mismos y consideremos otras expresiones del
lenguaje natural y sus equivalentes en la escritura con-
ceptual, cuya tarea es conectar entre si a las proposicio-
nes mis que construir proposiciones aisladas. La mais
importante de estas conexiones es la condicionalidad,
cuyo signo corresponde al «i» del lenguaje ordinario.

6 En la propia escritura de Frege hay dos tipos de variables en
letras minGsculas: letras goticas, cuyo alcance estd determinado por
un cuantificador que contiene la misma letra, y letras cursivas, cuyo
alcance se extiende a la proposicidon completa en que ocurren.
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Supdngase que tenemos dos proposiciones «» y «gp. Si
se nos pide que hagamos un juicio sobre ellas, hay cua-
tro posibles lineas a seguir. Podriamos:

(1) Afirmar p y afirmar g,
(2) Afirmar p y negar g,
(3 Negar p y afirmar g,
(4) Negar py negar q.

Frege introduce un signo, que podemos representar
por «—», cuyo papel explica mis o menos como sigue:
Alguien que afirme «g—>p» desea renunciar a la opcién
(3) vy retener las otras tres opciones.

Los logicos modernos operan con un signo cuya fun-
cién en el clculo es pricticamente la misma que la del
signo de Frege. Pero explican su operacién en términos
de verdad y falsedad en lugar de los de afirmacién y
negacién. Lo cual clarifica mucho la explicacion’. Las cua-
tro posibilidades para p y g son ahora:

() p es verdadero y g es verdadero,
(2) pes verdadero y q es falso,

(3 pes falso y g es verdadero,

(4) pes falsoy g es falso,

y «g—p» es verdadero, en esta version, justamente cuan-
do no se dé la tercera posibilidad (en cuyo caso una de
las otras tres ha de darse).

Algunos logicos han propuesto «g—p» como equiva-
lente a «si g entonces p~. Si aceptamos esta equivalencia,
entonces las proposiciones siguientes son verdaderas:

7 El procedimiento de Frege parece envolver aqui una confusion
de légica y psicologia de un tipo que posteriormente rechazarfa con
desprecio. Mas adelante, se encuentran en la Conceptografia pasajes
mucho mis inspirados en los que se pregunta, no si p es afirmada y
g negada, sino si p va a ser afirmada y q va a ser negada. Siguiendo
la linea de estos pasajes, he intentado parafrasear en mi exposicion
las ensefianzas fregeanas procurando evitar la confusién mientras
guardaba la mayor fidelidad posible a las intenciones del autor.
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Si el sol esti brillando, 3 x 7 = 21.

Si el movimiento perpetuo es posible, el mundo es in-
finito.

Si la luna estd en cuadratura con el sol, entonces la
luna aparece como semicircular.

Estas proposiciones estin sugeridas por ejemplos da-
dos por Frege para ilustrar el significado de este simbo-
lo para la condicionalidad; pero el propio Frege niega
aqui que la palabra «si» del len§uaje natural sea apropia-
da en los dos primeros casos®. En el primero de ellos
afirmarfamos «g—p» simplemente porque incondicional-
mente afirmarfamos «»; el segundo es un caso en el que
afirmarfamos «g—p» simplemente porque incondicional-
mente negarfamos «g». El tercer caso, dice Frege, repre-
senta un juicio que uno podria hacer sin saber si ¢» o
«g» iban a ser afirmados o negados. Es s6lo en este caso,
sugiere él, cuando es apropiado interpretar «g—p» como
«i g entonces p». La conexidn causal implicita en la pa-
labra «i», «no estd expresada por nuestro simbolismos,
indica Frege. Hay otras conexiones distintas de las cau-
sales que pueden ser expresadas por la particula s«si»
(puedo usar la palabra, por ejemplo, para expresar una
conexién logica, una geométrica o un proposito condi-
cional que yo me haya hecho). El signo de Frege tam-
poco expresa estas conexiones: ese simbolo no represen-
ta conexién alguna entre el contenido de los enunciados
que une, sino sblo entre la verdad y falsedad de cada
uno de ellos.

El signo de Frege esta relacionado con la palabra «si»
del mismo modo en que, en general, las expresiones de
su escritura conceptual estin relacionadas con el lengua-
je natural. Lo cual quiere decir que este signo puede ser
considerado como una version simplificada de la palabra
«si», disefiado para capturar justamente aquel aspecto de

8 Mis tarde modificarfa su postura respecto a esta cuestién; véase
pag. 263.
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ella que es necesario para la formulacion de pruebas ri-
gurosas que la contengan. Si sabemos que i g enton-
ces p» es verdadera, sabemos al menos que no es el caso
de que g sea verdadera y p falsa. Este minimo de conte-
nido, sostenia Frege, es todo lo que necesitamos para
expresar rigurosamente las cadenas de razonamiento ne-
cesarias en logica y en aritmética.

Podemos analizar una proposicidén formada por la
unién de dos proposiciones mediante el signo «—» en
funcién y argumento del mismo modo que antes lo hici-
mos con las proposiciones simples. Frege no lo hace ex-
plicitamente en la Conceptografia, pero si lo realiza en
alguna obra posterior. La funcién «.. = ..» toma enuncia-
dos como argumentos, tal como «.. es mortal» era una
funcién que tomaba nombres como argumentos. «Es de
noche — esti oscuro» es el valor de la funcién «.. - ..»
(que igualmente podriamos también haber escrito «g—p»)
para los argumentos «es de noche» y «estd oscuro-. La fun-
cién «g—p» es una funcién cuyos valores y argumentos
son ambos enunciados. Es una funcién que posee una
particular propiedad: que el enunciado que es su valor sea
verdadero o falso dependerd exclusivamente de que los
enunciados que constituyen sus argumentos sean verda-
deros o falsos. Las funciones de este tipo fueron poste-
riormente llamadas por Bertrand Russell funciones verita-
tivas».

El condicional no es la Gnica funcidn veritativa. La
negacion, representada por el signo «w, es una funcién
veritativa, puesto que una proposicidén negada es verda-
dera justamente en el caso en que la proposicién que se
niega es falsa, y viceversa. Mientras que el condicional
es una funcién veritativa de dos argumentos, la negacién
tiene sblo un Gnico argumento. Pero hay otras funciones
veritativas de dos argumentos. Una conjuncién (¢ y g»)
es el valor de una funcién cuyos argumentos son las dos
proposiciones conjuntadas; es verdadera si sus dos argu-
mentos son verdaderos, y falsa en todos los otros casos.
Una disyuncién («¢p o ¢» puede ser considerada verda-
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dera si al menos uno de sus argumentos es verdadero, y
falsa si ambos son falsos’.

Frege (a diferencia de algunos 16gicos posteriores) no
introduce simbolos especiales de conjuncién y disyun-
cibn que se relacionen con «y» y con «0» del mismo
modo que «>» se relaciona con «si», aunque reconoce la
posibilidad de hacerlo (C, § 7). En lugar de ello expresa
la conjuncién y la disyuncién valiéndose de los signos de
negacién y de condicionalidad. Asi utiliza «~ g—p» cuan-
do hay que desechar el caso en el que p tiene que ser
negada y la negacién de g va a ser afirmada; lo cual
equivale segiin Frege a «» y ¢ no pueden ambas ser ne-
gadas» y éste es el significado que él asigna a « o g~
Del mismo modo, «q —— p» es utilizado cuando hay que
descartar el caso en que la negacién de p va a ser negada
y g va a ser afirmada. Si negamos esto a su vez, obtene-
mos «—(g—>-p)», que puede ser traducido como «py g

Frege habria utilizado la misma expresion «(g—-p)»
para traducir «p pero g» también como « y g». Sin
embargo, observa que en lenguaje ordinario ¢ pero g
difiere de ¢ y ¢» en que la primera no se limita a ex-
presar justamente la verdad conjunta de las dos proposi-
ciones; e igualmente sefiala que transmite algo inespera-
do acerca del hecho de que 4. Sin embargo, esta
diferencia entre «pero» e «y» es una caracteristica del len-
guaje ordinario que €l no intenta reproducir en su sim-
bolismo™. Una proposicién compuesta con «<pero», man-
tiene Frege, tiene el mismo contenido conceptual que
una compuesta con <y y este contenido conceptual pue-
de ser transmitido, como se acaba de explicar, mediante
sus signos de condicionalidad y negacién (C, § 7).

Seria posible, como afirma Frege, tomar la direccion
opuesta. Podriamos introducir un simbolo para la funcién

® Hacia el final de su vida, en su ensayo «Composicién de pensa-
mientos», Frege trata estas cuestiones de manera mucho mas simple
y clara; véase pags. 263-4.

10 Mis adelante llamarfa «colorido- a esta caracteristica; véase pag. 235.
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veritativa de la conjuncibn, digamos & ¢ & ¢ sera ver-
dadera cuando p sea verdadera y g sea verdadera, y fal-
sa en cualquier otro caso. En lugar de introducir un sig-
no para la condicionalidad como signo primitivo,
podtfamos definir uno en términos de &»: asi «¢—p» po-
dria ser definido como « (g & —p). Este podria parecer,
por cierto, un procedimiento mis natural. Frege dice que
él prefiere tomar como bisico el signo de la condicionali-
dad porque en la operacién de deduccion logica es mas
importante que el de la conjuncién, y la expresién ssi...
entonces» y su correlato simbdlico parecen tener una es-
pecial relacién con la deduccion. La cuestién resultard mas
clara en el capitulo siguiente, cuando tracemos el desarro-
llo sistematico de la l6gica que hace el propio Frege.

Pero antes de entrar en ello, consideremos otro impor-
tante concepto basico introducido por Frege en la Con-
ceptografia. Se trata de la nocién de identidad de conte-
nido. Frege introduce el simbolo <=» que es definido asi:
cuando afirmamos «X'= % estamos afirmando que el sim-
bolo «X y el simbolo «¥ tienen el mismo contenido con-
ceptual, de suerte que siempre podemos reemplazar «X
por «% y viceversa.

Varias cosas hay que observar respecto a esta defini-
ciéon. En primer lugar, = puede ser colocado entre sim-
bolos de varios tipos: en lugar de <% y en lugar de ¥
podemos escribir proposiciones completas, o nombres,
sean simples o complejos. Al hablar de la identidad de
contenido, Frege utiliza «nombre» para cubrir todos los
otros tipos diferentes de simbolos. En segundo lugar, Fre-
ge llama la atencién sobre una especial caracteristica del
signo <. La definicibn acabada de dar implica que la
asercibn de <X = ¥ es una asercibn sobre nombres, no
sobre sus contenidos. Frege escribe:

Mientras que en los demas casos, los simbolos son
meramente representantes de su contenido, de suerte
que toda combinacion en la que aparecen expresa tan
s6lo una relacion de sus respectivos contenidos, de
pronto se muestran ellos mismos cuando se combinan
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por medio del simbolo de la igualdad de contenido;
pues tal combinacién expresa la circunstancia de que
dos nombres tienen el mismo contenido (C, pag. 26).

Cabria pensar que en un lenguaje perfecto hubiera un
inico simbolo para cada contenido diferente. En ese
caso no habria necesidad de un simbolo para la identi-
dad de contenido, y tal simbolo seria inttil puesto que
las Gnicas proposiciones que los contuviesen serian truis-
mos de la forma «X = X. Pero las cosas no son asi: es
necesario contar con un simbolo para la identidad de
contenido porque es posible determinar el mismo conte-
nido de maneras muy diversas; y puede ser un juicio
significativo que dos diferentes modos de determinacion
den el mismo contenido.

Frege ilustra esta cuestién con un ejemplo geométri-
co'l. Supéngase que 4, b, ¢ son las lineas que conectan
los vértices de un tridngulo con el punto medio de los
lados opuestos. «El punto de intersecciéon de ay b» y «el
punto de intersecciéon de by ¢» son dos nombres com-
plejos diferentes. Pero los dos son nombres del mismo
punto. En la terminologia de la Conceptografia hay nom-
bres con el mismo contenido. La existencia de diferentes
nombres con el mismo contenido no es una imperfec-
cién del lenguaje: la matematica resultarfa enormemente
empobrecida si no fuera posible determinar el mismo
contenido de mis de un modo. En el ejemplo dado, la
verdad de la asercién <El punto de interseccion de ay b=
El punto de interseccion de by ¢ es, por supuesto, ficil-
mente visible. Pero el establecimiento de equivalencias mis
complicadas pueden requerir largos periodos de trabajo.

El signo < fregeano puede ser considerado como una
extension del signo aritmético «=». El < de la aritmética
puede ser colocado entre expresiones numéricas y utili-

1 £l ejemplo real usado por Frege en la Conceptografia es inne-
cesariamente complejo; aqui he utilizado uno mis simple extraido de
Collected Papers on Mathematics, pag. 158.
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zado para indicar que las expresiones que lo flanquean
denotan el mismo namero. El signo < puede ser colo-
cado entre expresiones de la mas variada indole, y utili-
zado para indicar que las expresiones que lo flanquean
nombran el mismo contenido, de cualquier clase que sea.

Frege dice que si «X = ¥ puede ser afirmado con ver-
dad, entonces <X puede siempre ser reemplazado por
¥, v a la inversa. /Cuil es la fuerza de la expresién
«puede» aqui? ¢(Quiere Frege decir que si tomamos una
proposicion que contenga a «X% y reemplazamos a X
por «¥%, obtendremos otra proposicion con el mismo con-
tenido? Seguramente no. Si Frege hubiera afirmado en la

Conceptografia
La Reina de Inglaterra = La Emperatriz de la India

hubiera hecho una asercion verdadera (La Reina Victoria
habia recibido ese titulo muy poco antes de que él es-
cribiera). Pero la proposicién no tiene seguramente el
mismo contenido que esta siguiente, construida a partir
de la anterior reemplazando da Emperatriz de la India-
por las palabras <a Reina de Inglaterra-

La Reina de Inglaterra = La Reina de Inglaterra.

Esta Gltima proposicién es un puro truismo, mientras
que para hacerse un juicio sobre la primera uno tiene
que saber algo de la historia constitucional inglesa.

Cuando Frege dice que si «X% e «¥% tienen idéntico
contenido entonces «X» puede ser reemplazada por «¥% en
una proposicién, lo que debe querer decir no es que el
reemplazo no afecta al contenido de la proposicién en
absoluto, sino que no afectard al valor de verdad que
tuviera la proposicién. Debe querer decir que si toma-
mos una proposicion verdadera que contenga las pala-
bras «La Reina de Inglaterra» y reemplazamos esas pala-
bras por «{a Emperatriz de la India», la proposicién
seguird siendo verdadera, y que similarmente, un enun-
ciado falso seguiri siendo falso después de un reempla-
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zo semejante. Como mas tarde dirfa, la proposicion re-
tendrd su valor de verdad (es decir, su verdad o false-
dad, segln sea el caso) después de la sustitucion. Frege
habia de idear mis tarde una especial terminologia —el
par de términos «sentido» y «referencia— para clarificar
los elementos de ambigiiedad resultantes de utilizar solo
el Gnico término «contenido» para expresar lo que una
proposicion significa.

En el capitulo siguiente explicaremos el sistema de
logica que Frege construy6é cuando puso en practica los
simbolos que habja inventado para su escritura concep-
tual. El objetivo del presente capitulo ha sido presentar
el instrumental de la légica de Frege de manera que
quedaran subrayados aquellos elementos que habfan de
sobrevivir en sus ulteriores escritos y que continGian sien-
do operativos en logica en el tiempo presente. Ello ha
significado minimizar ciertos elementos de la Concepto-
grafia que ahora nos resultan claramente confusos. Esta
tarea nos ha sido facilitada por el trabajo posterior del
propio Frege, en el que —como veremos mas adelante-
quedan identificadas y clarificadas muchas de las confu-
siones de la Conceptografia.

Uno de estos insatisfactorios elementos del sistema de
la Conceptografia es, sin embargo, demasiado importan-
te para ser ignorado o glosado con una parifrasis bene-
volente. El primer simbolo realmente nuevo que Frege
introduce (C, § 2) es lo que él llama {a barra del juicio».
Y escribe asi:

Un juicio se expresard siempre por medio de} simbolo

l_

colocado a la izquierda de los simbolos o combinacio-
nes de simbolos que indican el contenido del juicio. Si
se omite la pequefia barra vertical en el extremo iz-
quierdo de la horizontal, esto transforma el juicio en
una mera combinacion de ideas, acerca de la cual no
expresa quien la escribe la aceptacién o no aceptacion
de su verdad. Por ejemplo, hagamos que
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4

signifique el juicio: dos polos magnéticos opuestos se
atraen entre si. Entonces

— A

no expresaré este juicio; simplemente evocari en el lec-
tor la representacion de la atraccién reciproca de los
polos magnéticos opuestos —tal vez para que éste rea-
lice sus inferencias sobre el fendmeno y las use para
comprobar la correccién de la idea. En este caso, la
parafraseamos mediante las palabras da circunstancia de
que- o +a proposicion que dice que- (C, pags. 13-14).

En su obra posterior, Frege insistié constantemente en
la necesidad de distinguir entre légica y psicologia. Esa
distincibn queda desdibujada en este temprano pasaje.
Frege esti introduciendo un simbolo légico y, sin embar-
g0, lo hace en lenguaje psicologico, pues define al sim-
bolo en términos de un contraste entre juicio y combi-
nacién de ideas. Pero el juicio es con seguridad un acto
mental, y las ideas son con seguridad algo que hay en
la mente.

Podriamos decir que juzgar que p consiste en un acto
que es el equivalente mental del acto lingtiistico de afir-
mar que p; es, por usar la expresion biblica, «decir en el
corazén de uno- que p. Frege dice indiferentemente que
la barra vertical expresa un juicio y también una aser-
cién. En la actualidad, su simbolo es comGnmente iden-
tificado como su «signo de asercién»'.

22 De hecho, como el parrafo citado muestra, era sblo la parte
vertical de este simbolo la que habia de expresar el juicio o asercion;
la linea horizontal es lo que Frege llama «a barra del contenido-. Su
funcién, en este simbolismo, es la de ligar del modo apropiado los
simbolos que aparecen tras ella. En la version modernizada del sim-
bolismo fregeano que se utiliza en este libro, y en la mayoria de las
actuales exposiciones de Frege, es superflua. Véase el Apéndice L
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Es cierto, e importante, que hay una gran diferencia
entre juzgar que p y juguetear meramente con el pensa-
miento de que p. Una diferencia similar es la que hay
entre afirmar que p y proponer meramente la proposi-
cién de que p. Una proposicion puede ser propuesta,
como dice Frege, a titulo de hipdtesis; u ocurrir, no ase-
verada, como parte de otra proposicion. Un filésofo con-
tempordneo ha ofrecido una version de la utilidad del
signo de asercién de Frege del siguiente modo:

¢Significa p lo mismo en sus dos ocurrencias en «m,
si m entonces p, luego p»; o también en «no m, m o p,
luego p? Si su significado es el mismo, no hay inferen-
cia, porque la asercién «» es ya parte de las premisas;
si no es el mismo, la inferencia esti viciada por la am-
bigliedad de «p». Frege hubiera escrito tales inferencias
como sigue: «/}—m; /F—(si m entonces p), luego /F—p»;
/Fno m), /(m o p), luego /F—p~. El contenido afir-
mado en «/}—p» ocurre también en la premisa «/—(si m
entonces p» o en «—(m o ph, pero no esti afirmado
en este Gltimo contexto',

Esto captura bien a mi juicio lo que Frege tenia en
mente cuando introdujo el signo de asercioén. Sin embar-
go, su introduccién —como puede verse con ayuda de
posteriores trabajos de Frege— envuelve una confusién
entre logica y lo que de un modo amplio podriamos lla-
mar psicologia. Que yo afirme algo, o juzgue algo, es
asunto de mi historia mental. Es el contenido de lo afir-
mado lo que concierne a la légica —el contenido con-
ceptual en el propio sentido de Frege de lo que es rele-
vante para la realizacién de inferencias. Si «¢» se sigue
légicamente de «», entonces lo hace con independencia
de que yo, o cualquier otro, afirme de hecho que g o
juzgue de hecho que p.

Como dice Frege, es posible mantener el pensamien-
to de que los polos magnéticos distintos se atraen mu-

13 Geach, en G. E. M. Anscombe y P. T. Geach, Three Philosopbers,
Blackwell, 1961, pag. 133.
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tuamente sin necesidad de juzgar sobre ello. Cabria lla-
mar a esto —aunque Frege veria mis tarde razones para
no hacerlo— la idea compleja de la atraccién mutua de
los polos distintos. Pero si hablamos de esta idea (que,
por ser una idea, es algo mental) deberemos distinguirla
de la circunstancia de que los polos magnéticos se atrai-
gan entre si (que de ocurrir, ocurre en el mundo real,
no en la mente) y de la proposicién que dice que los
polos distintos se atraen mutuamente (que, si hemos de
guiarnos por la palabra alemana Satz», en el original fre-
geano, es un elemento del lenguaje). El parrafo de Fre-
ge mis arriba citado parece mezclar elementos lingliisti-
cos, mentales y del mundo real de un modo que el
propio Frege mirarfa mis tarde con profunda reserva.

Un mérito que Frege continuaria manteniendo era que
su signo de asercién subrayaba la distincién entre aser-
cibén y predicacion; el signo ponia de manifiesto que
adjudicar un predicado a un sujeto no envolvia necesa-
riamente, como algunos logicos posteriores han mante-
nido errbneamente, hacer una asercidon sobre lo que el
sujeto nombraba. En «Si el Partido Laborista gana las
elecciones, la libra serd devaluada», la expresion «ganar
las elecciones» estd adjudicada como predicado gramati-
cal a «Fl Partido Laborista» como sujeto gramatical, pero
no se afirma en parte alguna que el Partido Laborista
ganari las elecciones'.

14 Frege anunci6 en la Conceptografia su intencién de abandonar
la distincién entre sujeto y predicado; pero introdujo una modifica-
cién poco afortunada de ella en conexién con el signo de asercion.
Hablaba como si la introduccién del signo de asercién equivaliese a
la reduccion de todos los predicados al predicado Gnico «es un he-
cho» (C, pag. 15). Asi, “Arquimedes pereci6 en la toma de Siracusa”
podria ser expresada segin Frege como “la muerte violenta de Ar-
quimedes en la toma de Siracusa es un hecho”. Pero esta perspecti-
va implica seguramente la incoherente nocién de que la predicacion
incluye asercion, la misma confusién que mas tarde Frege considerd
que era funcién del signo de asercion disipar.
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El punto mis importante introducido por Frege en el
contexto del establecimiento del signo de asercién es
que la negacién, y la distincién entre universal y parti-
cular, se alinean no con el juicio o la asercién, sino mis
bien con el posible contenido del juicio. Fue s6lo en sus
altimas obras donde expuso sus razones para afirmarlo;
pero su propio desarrollo de la logica en la Concepto-
grafia hubiera sido imposible si la negacién y la cuanti-
ficacion no hubieran podido ser aplicadas a proposicio-
nes no afirmadas.
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Capitulo III
Conceptografia, 11

Hemos visto en el capitulo anterior que Frege simbo-
lizaria un enunciado universal, tal como <Toda cosa es
mortals, utilizando su simbolo de cuantificacién universal:

(x) (x es mortal)

De hecho, es raro que deseemos expresar enunciados
de una generalidad tan irrestricta. Lo mis com@n es que
deseemos decir que toda cosa de un cierto tipo tiene una
cierta propiedad, o que todo lo que tiene una cierta pro-
piedad dada tiene también alguna otra propiedad. <Todos
los hombres son mortales» o Lo que sube debe bajar-
son ejemplos de proposiciones universales tipicas en el
lenguaje ordinario.

Frege simboliza tales proposiciones haciendo uso del
signo de generalidad y del signo de condicionalidad. La
expresion

%) (Fx—>Gx)
puede ser leida
Para todo x, si Fx entonces Gx,
que hay que interpretar, segin se explica en la Concep-
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tografia, en el sentido de que cualquiera que sea lo que
se ponga en lugar de «», no se dard jamais el caso en
que «Fx sea afirmada y «Gx negada. Siguiendo el estilo
de exposicion que Frege adopté mis tarde, podemos
glosar esta expresion de manera més simple como: Con
independencia de lo que x pueda ser, si «Fx es verda-
dera, entonces «Gx es verdadera.

Si sustituimos </ por «es un hombre», y «G» por «es
mortal», obtenemos: <Para todo x, si x es un hombre,
x es mortal,, que es lo que Frege ofrece como la traduc-
cién de <Todos los hombres son mortales- (C, § 11). Si-
milarmente, si sustituimos «sube» por «, y «debe bajar»
por «G», entonces obtenemos una traduccién en escritura
conceptual de Lo que sube debe bajar-.

Conviene tener presente que el «i» del que aqui se
trata es el «si» veritativo-funcional; «i Fx entonces Gx»
no significa otra cosa que «no a la vez Fxy no Gx. De
aqui que, si no hubiera hombres, entonces <Para todo
x, si x es un hombre, x es mortal» no seria por eso
menos verdadero; pues «Fx seria falso fuera lo que
fuera lo que eligiéramos para sustituir a «<, y por tanto
no habria posibilidad de producir un caso en el que
«Fx fuera verdadero y «Gx falso. Este punto marca una
diferencia entre la formulacién de Frege y la proposi-
cién del lenguaje natural <Todos los hombres son mor-
tales». Los filosofos anteriores a Frege discrepaban res-
pecto a la cuestion de si la proposicion «Todos los
hombres son mortales» seria verdadera si no hubiera
hombres; algunos daban una respuesta positiva, Otros
negativa. La formulacién de Frege adopta sin ambiglie-
dad una de las dos interpretaciones de la ambigua pro-
posicion del lenguaje ordinario.

La contradictoria de <Todos los hombres son mortales-
es «Algunos hombres no son mortales,, que es simboli-
zada adjuntando el signo de negacion a la férmula para
«Todos los hombres son mortales», asi

- (x)(x es un hombre — x es mortal).
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De acuerdo con los manuales tradicionales de logica,
Todos los hombres son mortales» no sélo tiene una con-
tradictoria, sino también una contraria, a saber: «Ningn
hombre es mortal». Esta proposicién es formalizada en el
simbolismo de Frege como

(%) (x es un hombre —- (x es mortal)),

esto es, cualquiera que x pueda ser, si x es un hombre,
X no es mortal.

A su vez, la contradictoria de ésta es «Algunos hombres
son mortales», que es simbolizada adjuntando nuevamen-
te a la anterior formula el signo de negacién:

—(x) (x es un hombre —-x es mortal)).

<Todos los B son G, «Algunos & son G, «Algunos Fs
no son G y «Ningin F es G eran los modelos de pro-
posiciones que ocurrian en el «uadrado de oposicién» de
la légica tradicional, y cuyo papel en la evaluacién de
los argumentos silogisticos era de gran importancia. La
traduccién que hizo Frege de esos modelos le permiti6
formalizar la 16gica de los silogismos y la del cuadrado
de oposicién. Pero todo ello lo realiz6 dentro del con-
texto de una Gnica y completa sistematizacion de la
logica.

Las variables que, como las x anteriores, ocurren den-
tro del alcance de un cuantificador son llamadas por
los modernos l6gicos «variables ligadas». Las variables
que ocurren fuera del alcance de los cuantificadores,
como en

X+y=y+x

son llamadas variables libres. Frege hace uso frecuente
de variables libres, tanto formal como informalmente. En
su sistema formal utiliza letras cursivas para las variables
libres y letras goticas para las variables ligadas y los
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cuantificadores. La explicacién que da Frege del uso de
letras cursivas (C, § 11) equivale a decir que las varia-
bles libres han de ser tratadas como si fueran variables
ligadas por un cuantificador universal cuyo alcance es la
expresion entera. Con esta convencién de que el alcan-
ce de una variable libre es la expresién entera, la posi-
ble ambigiiedad entre dos tipos de negacién (ilustrada en
el capitulo anterior y solventada alli por el posiciona-
miento del cuantificador universal) queda eliminada. Por-
que una variable libre sélo nos permite expresar la ge-
neralidad de una negacién, pero no la negacién de una
generalidad (GA, pag. 12). Para la negacion de la gene-
ralidad necesitamos la notacién cuantificacional; cuando
tal negacién no esti en cuestion, el uso de variables k-
bres permite abreviar las féormulas (C, § 1D.

Frege presenta en la Conceptografia un sistema de 16gi-
ca que es axiomdtico. A la mayorfa de las personas que
han cursado estudios bisicos de geometria les es familiar
el concepto de un sistema axiomético: un sistema en el cual
un gran namero de proposiciones, llamadas 4eoremas, son
probadas derivandolas de manera formal de un pequefio
ntmero de proposiciones indemostradas llamadas <axiomas-.
La geometria habia sido axiomatizada desde el tiempo de
Eudlides; pero la logica no lo habia sido antes de Frege. Los
elementos esenciales para su axiomatizacién estin expues-
tos en la Conceptografia en el capitulo titulado Represen-
tacién y deduccién de algunos juicios del pensamiento
puro-.

Algunos principios de la légica corresponden a las
reglas que Frege estableci6 para el uso de los simbolos.
Esos principios, observa Frege, no pueden ser expresa-
dos en su simbolismo, puesto que estin presupuestos en
él. Pero hay una gran cantidad de leyes logicas que pue-
den ser establecidas en esa simbologia, y el objeto de la
axiomatizacién es mostrar que es posible aislar un pe-
quefio nicleo de leyes que potencialmente entrafia a
todas las otras. Hay mis de un camino para efectuar la
reduccion de la logica a un pequefio conjunto de princi-
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pios. Frege propone un sistema que parte de nueve
axiomas basicos. Los tres primeros contienen, ademis de
las letras de variables, solamente el signo de condiciona-
lidad, mientras los tres siguientes contienen también el
signo de negacién. Luego hay dos axiomas que introdu-
cen el signo para la identidad de contenido; y finalmen-
te hay un axioma que concierne al signo de generalidad,
el cuantificador universal.

En orden a establecer sus proposiciones, Frege nece-
sita variables enunciativas en adicién a las primitivas fun-
ciones veritativas, es decir, letras que puedan sustituir a
las proposiciones. Utilizaré las letras p, g, r para estas
variables. Estrictamente hablando, necesitariamos una re-
gla que nos dijese como realizar esta sustitucion. Frege
no enuncia explicitamente ninguna regla de sustitucion
para las variables proposicionales, aunque no habria di-
ficultad alguna en formular una que estuviera en conso-
nancia con su practica’.

Los tres axiomas mas ficiles de entender en una pri-
mera aproximacién son los que envuelven la negacién y
la condicionalidad. De acuerdo con ello, en lo que sigue,
he renumerado los primeros seis axiomas de Frege:

) (q— p)—> p->gq),
@ cop o P,
3 p - p.

Cualquier proposicién obtenida por sustitucién unifor-
me de esas letras de variable en estos axiomas dari lu-
gar a algo que de manera bastante natural podri ser
descrito como una verdad auto-evidente. Obsérvese que

! El propio Frege utiliza las letras itdlicas iniciales del alfabeto g,
b, c... como variables proposicionales. En axiomas posteriores usa las
mismas letras como variables individuales, reemplazables por nom-
bres. En sus Gltimos escritos, pero no en la Conceptografia, esta pric-
tica estaba justificada por su ulterior teoria de que las proposiciones
son a su vez nombres.
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(2) y (3 capturan el efecto de cancelacién de la doble
negacién (C, § 18), y una instancia de (1) serfa Si es el
caso de que si estd vivo entonces respira, entonces si no
respira no esti vivor (C, § 17).

Los axiomas que contienen solo el signo del condicio-
nal son menos ficiles de captar intuitivamente, aunque
si uno atiende a la definicién del signo es posible ver
que los tres encapsulan también truismos logicos:

@ p— (@—-p,
B > @->pl-lr-> q@— (r—p
©® r—= (@q—- pJ—lqg—> (r— p

Frege afirma que (4) equivale a decir que si una pro-
posicién p es valida, entonces también lo es en el caso
de que una proposicion arbitraria g sea vilida. Y comen-
ta (5) diciendo que ssi una proposicién es consecuencia
necesaria de dos proposiciones, y si la primera de estas
dos es a su vez consecuencia necesaria de la otra, en-
tonces la proposiciéon original es la consecuencia nece-
saria de la Gltima proposicion sola- (C, § 14). Este comen-
tario es (til para ayudarnos a captar la estructura del
axioma dado en (5), aunque desde luego no es equiva-
lente a él, porque el signo «—» corresponde al i verita-
tivo-funcional y no a ninguna nocién de consecuencia
necesaria. Como Frege ha subrayado anteriormente, la
asercién de ¢ — @ simplemente afirma que no es el
caso que «» sea verdadera y «¢ falsa; pero no signifi-
ca que «¢ se siga de ¢». La misma reserva hay que ha-
cer respecto a la glosa que hace Frege del axioma dado
en (6): «si una proposicién es consecuencia de dos con-
diciones, entonces es indiferente su orden» (C, § 16).

Si un sistema axiomitico tiene que hacer posible de-
ducir teoremas a partir de un niicleo de axiomas, como
Frege deseaba, entonces el sistema ha de contener no
solamente los axiomas, o férmulas iniciales, sino también
reglas de inferencia que nos permitan derivar una formu-
la de otra. La logica tradicional contenfa muchas reglas
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o leyes de inferencia; por ejemplo, la ley de contraposi-
cion: <A partir de “Si p, entonces g’ se infiere “Si no g,
entonces no p’» —una ley que claramente tiene una re-
lacién con la verdad logica encerrada en el primero de
los axiomas enumerados mis arriba.

Uno de los tradicionales modos de inferencia era co-
nocido como modus ponens. < partir de “p” y de “si p
entonces g’ se infiere “g’» Frege ofrecia probar en su
sistema simboélico todas las leyes de la logica utilizando
como Unica regla de inferencia el modus ponens (C, § 6).
Reconoce que otros 16gicos, siguiendo a Aristoteles, em-
plean toda una serie de esquemas de inferencia, pero
puesto que, a su juicio, es posible arreglarselas con un
Gnico modo, razones de claridad aconsejan limitarse a
uno; en caso contrario no habria razén para detenerse en
los esquemas aristotélicos y podriamos continuar afia-
diendo nuevos modos indefinidamente. Los otros modos
de inferencia serdn justificados por axiomas particulares
o mediante teoremas probados a partir de los axiomas
de Frege. Asi, la inferencia (tradicionalmente llamada
contraposicién) de

Si Miguel esta vivo, Miguel respira

Si Miguel no respira, Miguel no estid vivo

esta justificada por el axioma dado en (1) (C, § 17).

Para ilustrar el procedimiento de Frege voy a mostrar
su modo de probar el primer teorema que deduce de
sus axiomas de condicionalidad. Este teorema, al que lla-
maremos teorema 1, dice lo siguiente:

G- p)->llr— (@q- pi- [(r—> @ — (r—> pl

Y es derivado asi: Frege parte de su axioma 1, o sea,
del que aqui hemos numerado con (4),

P> (q@- p)
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Luego sustituye «» por su axioma 2, es decir, (5), en
esta formula, para obtener

axioma 2 — (g — axioma 2).

A continuacién sustituye en este axioma «g» por «(g — Pk,
con lo que se tiene

axioma 2 = (g > p) — axioma 2J;

lo que escrito de principio a fin en su simbolismo da
como resultado:

fr— (- pl-r— q@ - r— pil—> (q— p—
ffr— (q@—> pJl— [(r— q@ — (r— pb.

Por virtud de la regla <De “p” y de “p — ¢’ infiere
“g’», podemos ahora derivar el teorema a partir de los
axiomas 1 y 2 de Frege. Porque la férmula acabada de
imprimir es una instancia del axioma 1, y posee a su vez
la siguiente forma

axioma 2 — teorema 1.

Esto es algo que el lector puede verificar por si mis-
mo si le presta la debida atencién. Pero la elaborada
naturaleza incluso de esta primera prueba arroja luz so-
bre el especial significado que Frege daba a la «perspi-
cuidad» cuando decia que el uso de sélo un modo de
inferencia venia demandado por la perspicuidad.

Siguiendo en la linea de Frege, logicos posteriores
han producido formulaciones de la logica bastante mas
ficiles de seguir y utilizar para el lector promedio, y
hoy en dia las formulaciones del propio Frege solo tie-
nen interés historico. Su pretensién de servirse (nica-
mente de una sola regla de inferencia no es de hecho
cierta: como ya ha sido sefialado, y como la prueba
arriba expuesta muestra, Frege no esti usando solo el
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modus ponens, sino que ticitamente estd empleando
otra regla que permite derivar de una férmula dada una
nueva férmula sustituyendo uniformemente las variables
literales en la férmula original por cualquier otra férmu-
la correctamente construida. Sin embargo, esto no es un
grave defecto en su sistema, pues la reduccién de las
reglas de inferencia a una sola no tiene el singular
mérito que €l le atribuye.

Lo verdaderamente importante es que sus primeros
seis axiomas son de hecho suficientes para derivar todas
las leyes de la logica que no supongan analizar las pro-
posiciones en funcién y argumento, sino tratarlas como
unidades completas. (Incidentalmente, los seis axiomas
son mas de los necesarios para este propoésito, porque
resulta que algunos de esos axiomas pueden ser proba-
dos a partir de otros’.) Esta rama de la 16gica es llama-
da ahora cilculo de proposiciones, en contraste con el
cilculo de predicados o cilculo de funciones que toma
en consideracion el hecho de que los enunciados estin
construidos a partir de sus elementos.

Para seguir el método de Frege en su tratamiento del
calculo de funciones habremos de rebasar sus primeros
seis axiomas. Los axiomas séptimo y octavo incluyen su
simbolo de identidad de contenido:

@ (c=d) - [flo) > fid)
® c=c

El axioma 7, explica Frege, dice que en cualquier par-
te podemos reemplazar «c» por «# si ¢ = d. Mientras que,
segin él, el axioma 8 establece que el contenido de ¢
es idéntico al contenido de c.

Partiendo de los axiomas 7 y 8 prueba Frege, median-
te pasos simples, una setie de nuevos teoremas sobre la
identidad de contenido, por ejemplo:

? Véase W. y M. Kneale, El desarrollo de la logica, Madrid, Tecnos,
1972, pag. 453.
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(c=d)-> {d=o)

Fl axioma 9 es el Gnico que es crucial para el desa-
rrollo del cilculo de funciones. En nuestra version mo-
dernizada del simbolismo de Frege, el axioma es como

sigue
C) (o) (fx) > fe

Lo cual equivale a decir que si fx es vilido en gene-
ral, entonces es vilido para cualquier objeto dado. El
ejemplo dado como ilustracion por Frege es:

Si todo lo que es un pijaro puede volar, entonces si
este avestruz es un pajaro puede volar,

y a partir de esto podemos derivar en sus debidos pa-
SOs:

Si este avestruz es un péjaro y no puede volar, en-
tonces algunos péjaros no pueden volar.

Junto a este axioma 9, y para desarrollar el cilculo de
funciones, Frege hace uso de dos reglas que ya habian
sido establecidas al introducir la notacién cuantificacional.

La primera regla es que a partir de ®(c) podemos
inferir (x)®(x), supuesto que ¢ ocurra solo en los luga-
res del argumento de @®( ), y supuesto también que (x)
no ocurra ya dentro de ®(¢) (C, § 1D. (La segunda res-
triccién es necesaria para impedir que una variable en la
expresion original caiga dentro del alcance del nuevo
cuantificador acabado de introducir.)

Esta regla puede producir confusion: ¢autoriza acaso a
hacer una inferencia de «esto es un avestruz» a «odo es
un avestruz»? Con vistas a su clarificacién conviene tener
presente en primer lugar que no estamos ante un axio-
ma o teorema que formalice una verdad légica como la
expresada en el axioma 9. Se trata de una regla formal
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para transitar de una tesis a otra dentro del sistema par-
ticular de Frege: y el disefio del resto del sistema tiene
una forma que nunca permite llegar a la situacién de
poder afirmar «D(c) sin que éste haya sido derivado de
modo tal que su generalizaciéon sea correcta. (La regla
podria tal vez ser comparada con un precepto como
«oma siempre el segundo desvio a la derecha», que po-
dria ser correcto dentro de un laberinto particular, pero
incorrecto como regla general para encontrar la salida de
cualquier laberinto.)

La segunda regla dice que de ¢ — ®(c)» podemos
derivar ¢ = (x)® (x)», a condicién de que p sea una ex-
presion en la que ¢ no ocurra, y que ¢ aparezca solo en
el lugar del argumento de ®(c). Frege justificaba esto
diciendo que si «(x) ® (x> es falsa, tiene que ser posi-
ble aducir un significado para «@(ck que la haga falsa;
pero puesto que es el caso que p = ®(c) esto no serd
posible, porque esta férmula significa que, con indepen-
dencia de lo que ¢ pueda ser, no se da el caso de que
®(c) pueda ser negada y p afirmada. La justificacion de-
pende claramente de la convencién estipulada por Frege
de que una letra en cursiva tiene por alcance el juicio
entero en el que esa letra ocurre’.

El noveno axioma de Frege, mis estas dos reglas, en
conjuncion con las reglas y axiomas para el cilculo pro-
posicional, son suficientes para la derivacién de todas las
verdades del calculo funcional.

La tercera parte de la Conceptografia lleva por titulo
«Algunas cuestiones de una teorfa general de las series»,

3 Véase pig. 60. Esta convencion estd explicitamente establecida
en el pasaje en el que son establecidas las dos reglas (C, pigs. 33-
34). El chocante rasgo residual de la introduccién de las reglas es que
en el punto en donde se introduce el axioma de la teoria de la cuan-
tificacién (C, pag. 65) dice Frege: Sea que b signifique un avestruz,
es decir, un animal individual que pertenece a esta especie.» Aqui se
estd utilizando una letra itdlica no como una variable libre, sino como
nombre vacuo de un individuo.
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y su propdsito es ofrecer algunos ejemplos del modo en
que la escritura conceptual puede ser usada para la for-
mulacién exacta de la aritmética. Al comienzo de esta
tercera parte se inserta un nuevo elemento simbdlico:
una notaciébn que permite la introduccion de abreviatu-
ras por definicién. «|- A = B> sirve para establecer una
.definicién, donde el nuevo simbolo, o definiendum, ocu-
pa el lugar de «B y la expresion simboélica que la nota-
cién abrevia ocupa el lugar de «4». La expresiéon empie-
za con dos barras verticales, y no con la simple barra
vertical del juicio, porque, en palabras de Frege, esa
expresion no dice «l lado derecho de la igualdad tiene
el mismo contenido que el izquierdo», sino «debe tener
el mismo contenido». De la definicién no se sigue nada
que no pudiera haber sido establecido sin ella; su fun-
cidén es unicamente la de simplificar las pruebas (C, pa-
gina 70).

Aunque una definicién no es un juicio, es facil, ob-
serva Frege, convertirla en tal; tan pronto la definicién
ha sido aceptada se torna en una proposiciéon analitica,
verdadera en virtud de la definicibn misma. Este papel
dual, dice Frege, es lo que viene indicado por la dupli-
cacién de la barra del juicio. El primer uso que Frege
hace de su signo de definicién es para definir la nocién
de bereditaire [hereditariedad] de una propiedad. A tal
fin introduce un nuevo simbolo que, segin nos dice,
viene ‘a ser equivalente a

La propiedad F es hereditaria en la serie f

Por su definicién formal, este signo es declarado equi-
valente a:

) (FO) — () (fy,x) = Fx)).
¢Qué es una propiedad hereditaria, y por qué estd

Frege interesado en definir esta nocién? Para ayudar-
nos a -entender la respuesta a la primera cuestion, Fre-
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ge propone la siguiente instancia de la formula defi-
niente:

() [si y es humano, entonces (x) (si x es hijo de y,
x es humano) ]

Lo cual nos dice que la propiedad de ser humano es
una propiedad hereditaria —hereditaria en la serie gene-
rada por la relacién bijo de. La respuesta a la segunda
cuestion es que Frege desea usar la nocién de propie-
dad hereditaria con vistas a definir la nocién general de
seguirse en una serie. Esta definicién puede ser usada a
su vez para dar una explicaciéon en términos puramente
logicos de la relacion de sucesion que liga a los ntime-
ros en la serie numérica.

La relacion de seguirse en una serie que Frege defi-
ni6 es cominmente llamada ahora «a relacién ancestrals,
puesto que una instancia de ella es la relacién de un
antepasado con sus descendientes. A es un antepasado
de B si B es hijo de 4, o hijo de un hijo de 4, o hijo de
un hijo de un hijo de A4, y asi sucesivamente. Lo que
Frege buscaba era ofrecer una férmula légica exacta que
capturase la idea intuitiva de ordenamiento en una serie
encerrada en la expresién « asi sucesivamente». Y para
ello propuso que la siguiente definicién:

B sigue a A en la serie f
significase lo mismo que

Para todo F si cualquiera que tenga la relacién fcon
A tiene la propiedad F y si F es hereditaria en la serie
f, entonces B tiene la propiedad F

Asi, si la serie fes la serie generada por la relacion
bijo de, entonces B seguirid a A en la serie (serd un des-
cendiente de A) si B tiene todas las propiedades heredi-
tarias que pertenecen a todos los hijos de A.
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Frege prueba varios teoremas que se derivan de sus
definiciones. Uno de los mis interesantes es éste:

Si A tiene una propiedad F que es hereditaria en la
serie fy si B sigue a A en la serie F, entonces y tiene
la propiedad E

Aplicado a la serie numérica, este teorema puede ser
utilizado como base de la induccién matemitica, el pro-
cedimiento por el cual concluimos que si una propiedad
pertenece al nimero 0, y pertenece también a todo nd-
mero que sea el sucesor de cualquier nimero que tenga
esa propiedad, entonces la propiedad pertenece a todos
los nGimeros naturales. La aplicacién de las definiciones
dadas en la Conceptografia al desarrollo de la serie de
los ntimeros naturales hubo de esperar, sin embargo, a
la publicacién algunos afios mis tarde de Los fundamen-
tos de la aritmética.
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CariTUuLO IV

Los fundamentos de la aritmética, 1

Frege se vio llevado a escribir Los fundamentos de la
aritmética por su conviccion de que los conceptos y
operaciones mis fundamentales de la aritmética estaban
mal entendidos por los matemaiticos y filésofos mis ilus-
tres de su tiempo. Nuestra intuicion de la estructura ba-
sica de la aritmética, sostenia Frege, es escandalosamen-
te defectuosa. Nadie puede ni siquiera dar una respuesta
coherente a la cuestibn de qué sea el nimero uno, o
qué significado tiene el numeral «wno». Para ilustrar esta
situacién Frege imagina el siguiente didlogo:

A. (Qué es el nimero uno?

B. Una cosa.

A. Pero, ¢qué cosa?

B. La que se te antoje.

A. Entonces, ;yo puedo reemplazar en una ecuacién
el «<1» por lo que se me antoje?

B. Del mismo modo que en «x + x - X = x» puedes
reemplazar x por cualquier nimero.

A. ¢(Puedo reemplazar «1» por da luna» en «1 + 1 = 2%

En este punto no parece haber respuesta alguna para B.
Si ponemos «a luna» en el lugar de «1» las dos veces
producimos una falsedad: s6lo hay una luna circundan-
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do la tierra, no dos. Por otra parte, si ponemos alguna
otra cosa en el segundo lugar, digamos «l sol», hariamos
exactamente lo que no nos habriamos permitido hacer
en el caso paralelo de B. La férmula algebraica expresa
una verdad solamente si sustituimos siempre la misma
letra por el mismo numeral.

De hecho, argumenta Frege, es un error creer que los
enunciados sobre nimeros son generalizaciones acerca
de objetos no numéricos del mismo modo que las for-
mulas algebraicas pueden ser consideradas como enun-
ciados generales sobre nlimeros. Asi, «1 x 1 = 1» insiste
Frege, «no dice nada sobre la luna, nada sobre el sol,
nada sobre el Sahara, nada sobre el Pico de Tenerife», El
nGmero uno es mais bien, prima facie al menos, un ob-
jeto particular, que tiene propiedades que le son inheren-
tes, tal como la de permanecer intacto cuando se lo
multiplica por si mismo. Pero la naturaleza de este obje-
to, y la de los otros enteros positivos, sigue siendo total-
mente oscura, mientras la mayoria de la gente ni siquie-
ra es consciente de que aqui haya un problema.

Si la naturaleza de los nameros es pobremente enten-
dida, la naturaleza del cilculo también es generalmente
mal concebida. A veces se lo considera como un tipo
especial de pensamiento: spensamiento agregativo meca-
nico» fue una definicién ofrecida por un contemporineo
de Frege. Pero, segln Frege, el pensamiento es esencial-
mente el mismo en toda circunstancia: no hay diferentes
leyes del pensamiento apropiadas para los diferentes ti-
pos de objetos que podemos pensar. El objetivo princi-
pal de este libro es argumentar que todas las inferencias
que parecen ser peculiares de la matematica (tales como,
por ejemplo, la induccidén matemitica) estin basadas en
leyes generales de la logica.

La tarea de Frege envolvia consideraciones tanto ma-
tematicas como filosoficas: y él era consciente de que
muchos de los matemiticos de su tiempo no se fiaban
de la filosofia. La razéon de ello, mantiene Frege, esti en
una nefasta confusién dentro de la filosofia misma —la
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incapacidad de distinguir entre el dmbito de la logica y
el dmbito de la psicologia. La psicologia no era efectiva-
mente asunto del matematico puro: pero la logica, co-
rrectamente entendida, era algo bastante diferente de la
psicologia.

La psicologia es el estudio experimental de la mente,
la basqueda de regularidades que gobiernan los fenéme-
nos mentales. En tiempos de Frege gozaba de un presti-
gio particular entre los filésofos de la escuela empirista,
es decir, entre aquellos filésofos que buscaban funda-
mentar todo el conocimiento humano sobre la base de
la experiencia sensorial. Porque para los verdaderos em-
piristas, los contenidos de la mente humana son reduci-
bles a dos grandes clases. Por una parte estin las impre-
siones sensoriales, incluyendo tanto las respuestas de los
sentidos externos como las sensaciones internas y los
sentimientos, y por otra las imagenes mentales, formadas
de las huellas dejadas en nosotros por anteriores impre-
siones sensoriales. El filbsofo empirista mas famoso del
siglo XX era John Stuart Mill, y Frege dedic6 secciones
sustanciales de su libro a la refutacién del tratamiento del
namero realizado por Mill. Ya en su introduccién insiste
Frege en que las sensaciones e imigenes mentales no
tienen nada que ver con la aritmética. Lo vacilante e
indeterminado de todas estas configuraciones guarda
fuerte contraste con la determinacién y solidez de los
conceptos y objetos matematicos» (FA, Introd., pagi-
na 110).

Por supuesto, Frege no niega que un matematico ten-
ga sensaciones e imigenes mentales, o que las imige-
nes de la mente puedan tomar parte en los procesos
mentales del que estd embarcado en un célculo aritméti-
co. Pero aduce dos argumentos para mostrar que las
imagenes y pensamientos de nuestra mente no son los
objetos que la aritmética considera. En primer lugar, di-
ferentes matemiticos asocian diferentes imigenes con el
mismo nimero: una persona puede pensar en la pala-
bra «ien-, otra en el simbolo «100», otra en la letra «C»:
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ello es sefal de que las imigenes son algo meramente
accesorio para la aritmética. En segundo lugar, incluso
aunque la psicologia progresara desde el estudio de las
imigenes al estudio de los pensamientos de nuestra
mente, seguiria atn sin tener nada con qué contribuir a
la aritmética. Supbngase que la psicologia pudiera dar
explicaciones causales de la ocurrencia del pensamiento
de que diez al cuadrado es cien, por ejemplo. Incluso
asi, la psicologia seria totalmente diferente de la aritmé-
tica. Porque la aritmética se interesa por la verdad de
tales proposiciones, mientras que a la psicologia solo le
concierne su ocurrencia en el pensamiento. «Una cosa es
que una proposicién sea pensada, y otra que ésta sea
verdadera» (FA, Introd., pag. 111).

Una proposicion puede ser pensada sin que sea ver-
dadera, como cuando uno comete un error en una mul-
tiplicacion y extrae un producto erréneo. Tiene el pen-
samiento de que 125 x 387 = 48.357, pero no existe tal
verdad aritmética. Igualmente, una proposicién puede ser
verdadera, sin que sea pensada: el teorema de Pitigoras
era vilido mucho antes de que Pitigoras lo probara.
«Una proposicién no deja de ser verdadera porque yo no
piense en ella, como el sol no deja de existir cuando
cierro los ojos» (FA, Introd., pag. 111).

La psicologia se interesa por las condiciones causales
de nuestros procesos mentales; la matemitica se interesa
por la prueba, o la justificacién, de los pensamientos que
abrigamos. Pero causa y prueba son cosas bastante dife-
rentes. Sin una apropiada racién de fésforo en su cere-
bro, Pitdgoras hubiera sido incapaz de realizar la prueba
de su teorema; pero esto no significa que entre las lineas
de la prueba tuviera que aparecer un enunciado sobre
el contenido de fésforo en su cerebro.

Si los cuerpos y los cerebros de los hombres han evo-
lucionado, no hay duda de que también ha habido evo-
luciébn en la conciencia humana. Asi pues, si la ma-
tematica trata de sensaciones e ideas, los matematicos
deberian ser cautelosos al hacer afirmaciones muy gene-
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rales. Cuando un astrénomo saca conclusiones sobre
épocas muy distantes en el pasado, estarfamos justifica-
dos al censurarlo asi:

Reconoces que 2 x 2 = 4; pero la representacién
numérica tiene un desarrollo, tiene una historia. Pue-
de ponerse en duda incluso que haya progresado has-
ta aqui. ;Como puedes saber que en un distante pasa-
do ya existia esa proposicion? ¢(No podrian haber
sostenido las criaturas de entonces que 2 X 2 = 5,y
después por medio de la seleccién natural, en la lu-
cha por la existencia, haberse llegado a la proposicién
de que 2 x 2 = 4, y que ésta pueda a su vez estar
destinada a perfeccionarse, por el mismo camino, en
la proposicion 2 x 2 = 3? (FA, Introd., pag. 11D.

La reductio ad absurdum de Frege acierta a mostrar
que la aritmética no puede ser considerada como una
ciencia cuyos objetos son la sensaciéon y la imaginacién
humanas. Pero es importante aclarar qué es lo que exac-
tamente estd refutando. Aqui, como mis sistemiticamen-
te lo hace en otro lugar, Frege traza una distincién entre
ideas y conceptos. Las ideas son las imagenes mentales
y otros fenémenos animicos de los que se ocupa la psi-
cologia: quizi estos objetos estén sujetos al proceso de
la evolucion, pero son irrelevantes para la aritmética. Los
conceptos, por otra parte, son un objeto de estudio para
el matemitico; pero los conceptos no son cosas que evo-
lucionan. Es un error creer que brotan y crecen en la
mente individual. Si los conceptos tienen una historia, no
es una historia de su propio desarrollo, sino de nuestro
descubrimiento y expresion de ellos. Lo que Frege quie-
re decir por «concepto» es ya conocido en parte por el
lector que ha seguido la exposicién de su Conceptogra-
fia; un tratamiento mis detallado del tema serd expues-
to mis adelante cuando analicemos sus ultimos escritos.
Lo que si mantuvo Frege en todos los periodos de su
vida es que un concepto es una entidad muy diferente
de una imagen mental, y que se trata de algo que es
objetivo, no subjetivo.
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La matemitica, por tanto, debe ser separada estricta-
mente de la psicologia. La resistencia de los matemati-
cos a cooperar con los filésofos era comprensible en un
tiempo en que la misma filosofia no estaba muy clara-
mente distinguida de la psicologia experimental. Pero
mientras la matematica tiene que liberarse de cualquier
conexioén con la psicologia, debe en cambio, dice Fre-
ge, establecer unos vinculos mis estrechos con la logi-
ca. No se trata s6lo de que una indagacion sobre la
fuerza de una prueba tenga que ser asunto de la logi-
ca: eso todo el mundo lo admitiria. Hemos de ir mas
alld y asegurarnos de que toda definicion utilizada en
matematica esti justificada con el mismo rigor con que
ha sido tratada en las pruebas formales. No basta con
asumir que una definicién esta justificada porque sea
fértil en aplicaciones y porque, como resultado de su
empleo, no haya sido descubierta ninguna contradic-
cion. Para justificar la definicién de una manera apro-
piada es necesario adentrarse en los fundamentos légicos
de la matemitica hasta una profundidad inexplorada
hasta ahora.

Frege acaba la introduccién de los Fundamentos esta-
bleciendo los tres principios fundamentales que gobier-
nan esta obra:

(1) Hay que separar tajantemente lo que es psicologi-
co de lo que es logico, lo subjetivo de lo objetivo.

(2) No se debe preguntar por el significado de una
palabra aislada, sino en el contexto de una proposi-
cion.

(3) Hay que tener siempre presente la distincién en-
tre concepto y objeto.

El primer principio es un resumen de lo que ha sido
dicho hasta ahora, pero los otros dos surgen repentina-
mente, sin que su significado haya sido aclarado hasta el
presente. Frege liga el segundo principio con el primero
al decir que, de no tenerlo en cuenta, casi nos veriamos
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forzados a tomar como significados de las palabras a las
imagenes mentales. Lo que parece querer decir con esto
€s que si en una proposiciébn nos encontramos con una
palabra que no parece corresponder a ningin objeto del
mundo externo, podemos vernos tentados a decir que se
refiere a algGn objeto interno, un elemento mental sub-
jetivo. La relevancia de esto para la aritmética, al igual
que la importancia de la distincidén entre concepto y
objeto, solo serd patente mas adelante. Sera mejor pos-
poner la discusién de los «principios fundamentales- de
Frege hasta haber considerado las principales lineas del
libro; entonces nos resultard mas facil ver de qué mane-
ra el autor ha hecho uso de ellos.

Casi la mitad de esta obra estd dedicada a discutir y
refutar las opiniones de otros filbsofos y matematicos. Al
hilo de las criticas de otros pensadores, Frege va insi-
nuando ingeniosamente sus concepciones personales, lo
cual facilita la eventual presentacién de su propia teorfa.
Mas el objetivo principal de la larga polémica es conven-
cer al lector de la seriedad de los problemas de los que
més tarde ofrecera la solucién. Sin este preambulo, como
Frege dice, nos veriamos privados del primer prerrequi-
sito de todo aprendizaje: el saber que no se sabe (FA,
Introd., pag. 108).

La revisién de concepciones opuestas estd dividida en
tres partes dedicadas a t6picos diferentes, aunque relacio-
nados: la naturaleza de las proposiciones aritméticas, el
concepto de niimero y la nocién de uno o de unidad.

La cuestién acerca de la naturaleza de las proposicio-
nes aritméticas es expuesta por Frege de la siguiente
forma: ;Son a priori 0 a posteriori? Sintéticas o analiti-
cas? Aqui estd usando Frege términos que recibieron
amplia carta de naturaleza en la centuria anterior por
Inmanuel Kant.

Segn Kant, la distincién entre a priori y a posteriori
es primariamente una distincién entre modos de cono-
cer: conocemos una verdad a priori si la conocemos in-
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dependientemente de toda experiencia; la conocemos a
posteriori si la conocemos mediante la experiencia. La
distincién entre analitico y sintético, por otra parte, es
una distincién que hace Kant en términos de juicios, y
en particular en términos de juicios compuestos de su-
jeto y predicado. El juicio de que A es B es analitico si
el predicado B pertenece al sujeto A como algo que
estd contenido en el concepto A, en caso contrario es
sintético. Puesto que las dos distinciones estin estable-
cidas en términos diferentes —la primera en términos
de epistemologia y la segunda en términos de légica—,
no podemos asumir que una y otra coincidan; de ma-
nera, por ejemplo, que no podemos asumir que todas
las proposiciones a priori son analiticas y que todas las
proposiciones sintéticas son a posteriori. El propio Kant
crefa que las dos distinciones no coincidian, pues man-
tenfa que existian cosas tales como juicios sintéticos a
priori, y que tales juicios ocupaban un lugar extrema-
damente importante en toda exposicién del conoci-
miento humano.

Frege adapta las distinciones de Kant a sus propios
fines. Para asegurarse de que hablar de «conocimiento
a priori» no envuelve la menor confusién entre psicolo-
gia y logica, nos recuerda que es posible descubrir el
contenido de una proposiciéon antes de dar con una
prueba de ella; asi pues, hemos de separar el modo en
que primeramente llegamos a creer una proposicion, y
el modo en que eventualmente pudiéramos justificarla.
Las distinciones kantianas, tal como aqui las presenta
Frege, atafien no al contenido del juicio ni al método
de llegar a é€l, sino a la justificaciébn para emitirlo (FA,
pag. 116).

Observemos en primer lugar que tiene que haber una
justificacion, si es que vamos a hablar de conocimiento
(sea a priori 0 a posteriori). Porque, tradicionalmente, la
diferencia entre conocimiento y mera creencia reside en
que el conocimiento es creencia verdadera y justificada.
Hablar de un error a priori, dice Frege, tiene tan poco
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sentido como hablar de un concepto azul. Pues conocer
a priori es un modo de conocer, y uno sélo puede co-
nocer lo que es verdadero'.

Cuando se dice que una proposicion es analitica o a
posteriori no se juzga, segin mi interpretaciéon, sobre las
condiciones psicologicas, fisiologicas y fisicas que pudie-
ran haber hecho posible la formacién de la proposicién
en nuestra conciencia; tampoco sobre cémo alguna otra
persona, tal vez erréneamente, haya llegado a tenerla
por verdadera; sino sobre la razén mas profunda en
que descansa la justificacién que la toma por cierta (FA,
pag. 117).

Si se trata de una proposicién matemdtica, su justifica-
cién tiene que ser matematica, no psicologica. Por tanto,
si vamos a establecer que es analitica o sintética, habre-
mos de dar con la prueba y retrotraerla a verdades pri-
mitivas. Si en este proceso se encuentran sblo leyes 16-
gicas generales y definiciones cuya permisibilidad esti
establecida por tales leyes, entonces la verdad es analiti-
ca; pero si la prueba envuelve verdades que pertenecen
a la esfera de alguna ciencia especial, entonces la pro-
posicion es sintética. Y Frege continta:

Para que una verdad sea a posteriori se exigiri que
su prueba no pueda producirse sin apelar a situaciones
facticas, esto es, a verdades que no se puedan probar
Yy que no sean generales, a verdades que contengan
asertos sobre objetos determinados. Si, por el contrario,
es posible producir la prueba apoyindose totalmente en
leyes generales, que por su parte ni necesitan ni admi-
ten prueba, entonces la verdad es a priori (FA, pagi-
na 117).

! ¢Esta negando Frege que se pueda conocer a priori que una cier-
ta proposicion, digamos 7 + 5 = 3, es falsa? Seguramente no, pero el
conocimiento a priori de que p es falsa es tratado por Frege como co-
nocimiento a priori de que la negacion de p es verdadera.
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Hemos de leer con gran cuidado este pasaje si quere-
mos ver cuil es para Frege la diferencia entre la distin-
ciébn a priori/a posteriori y la distincién analitico/sintéti-
co. No se trata ya de un asunto de epistemologia versus
logica: es una cuestion de grado de generalidad. Una
verdad es a priori si es demostrable a partir de leyes
generales, sin recurso a hechos particulares; una verdad
no es solamente a priori, sino también analitica, si las
leyes generales desde las que es demostrable son leyes
generales de logica. Una ley es una ley logica si es uni-
versalmente aplicable y no esta restringida a disciplinas
particulares.

Mis adelante, en los Fundamentos (FA, pag. 193), Fre-
ge se alinea con Kant al establecer que las verdades de
la geometria son sintéticas y a priori. Esta tesis nos per-
mite ver mis claramente como entendia Frege las distin-
ciones entre lo a priori y lo analitico. La geometria es a
priori, porque los teoremas geométricos son demostra-
bles a partir de leyes generales (por ejemplo, por los
axiomas de Euclides) y no tienen que recurrir a lineas,
figuras o cuerpos sélidos en particular. Pero la geome-
tria no es analitica, porque sus axiomas envuelven con-
ceptos espaciales; y esos conceptos no son aplicables en
todas las disciplinas, puesto que no todo lo que pode-
mos concebir es espacial. Como muestran las geometrias
no euclidianas, algunos axiomas geométricos pueden ser
negados sin contradecir a los otros ni a si mismos. Ello,
afirma Frege, «muestra que los axiomas de la geometria
son independientes unos de otros y de las leyes primiti-
vas de la légica, y en consecuencia son sintéticos» (FA,
pag. 130).

La gran cuestion que Frege se plantea a si mismo es
si la aritmética, al igual que la geometria, depende de
leyes especificas no logicas, o si puede ser probada a
partir de puras leyes generales de logica. Esta cuestion
puede ser satisfactoriamente respondida sélo si la aritmé-
tica, al igual que la geometria, puede ser adecuadamen-
te axiomatizada, es decir, si se puede mostrar que todas
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sus verdades dependen de una serie de verdades primi-
tivas. Cuando se haya hecho esto, serd posible ver si
esas verdades son todas de caricter general o logico, o
si alguna de ellas contiene conceptos que son irreduci-
bles y peculiares de la aritmética.

Tal vez resulte que el concepto de nGmero tiene un
papel en aritmética similar al que los conceptos espacia-
les tienen en geometria. O quizd —y ésta es la esperan-
za que mantiene Frege— los nimeros mismos (los car-
dinales como uno, dos, tres, etc.) resulten ser definibles
en términos puramente logicos. En el primer caso, las
verdades de la aritmética serdn sintéticas; en el Gltimo,
serin analiticas.

Bien, ¢;puede ser axiomatizada la aritmética? ;Pueden,
por ejemplo, las férmulas

7+5=12
135.664 + 37.863 = 173.527

e infinitamente muchas otras sumas similares ser reduci-
das a una coleccién de verdades evidentes? Frege da por
hecho que si la axiomatizacion va a ser posible, el con-
junto de verdades primitivas debe ser lo suficientemente
pequefio como para que sea facilmente revisable. ;Pue-
den las infinitas verdades de la aritmética ser reducidas
a un grupo manipulable?

La reduccién solo es posible si los nimeros indivi-
duales que ocurren en las férmulas pueden ser defini-
dos. Mucho antes, Leibniz habia indicado el modo de
realizar esto en un pasaje de sus Nouveaux Essais que
Frege cita:

No es una verdad inmediata que 2 y 2 son 4; dando
por garantizado que 4 significa 3 y 1, la anterior suma
puede ser probada como sigue:

Definiciones: (1) 2 es 1y 1

@ 3es2y1
3 4es3y1
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Axioma: Si se sustituyen iguales por iguales, la igual-
dad permanece.

Pruebas: 2 + 2 =2+ 1 + 1 (por Def. 1) = 3 + 1 (por
Def. 2) = 4 (por Def. 3).

Por tanto, 2 + 2 = 4 (por el Axioma).

Frege observa que la prueba hace un uso ticito del
axioma a + (b + ¢) = (a + b) + ¢, que esti encubierto
por la falta de paréntesis. Pero si afiadimos este axioma,
sostiene Frege, podemos ver ficilmente que es posible
dar una prueba similar a la de Leibniz para toda férmula
de adicion. «Esto significa que todo ntmero se define por
medio de su predecesor [..] Por medio de tales defini-
ciones puede reducirse el conjunto infinito de los ntme-
ros al nimero 1 y al incremento en una unidad; y cada
una de las infinitas férmulas numéricas puede ser proba-
da a partir de unas pocas proposiciones generales» (FA,
pag. 120).

En secciones mis avanzadas de los Fundamentos expo-
ne Frege en detalle cémo va a llevar a cabo su programa.
Pero antes establece un contraste entre esta concepcion
leibniziana que él adopta y las concepciones de otros filo-
sofos igualmente ilustres que implicarian un tajante rechazo
del programa de axiomatizacién.

La oposicién proviene de dos banderias opuestas: ra-
cionalistas y empiristas. Kant consideraba a cada férmula
aritmética como una irreducible verdad sintética, conoci-
da a priori por la intuicién. John Stuart Mill coincidia con
Kant en que la aritmética era sintética, pero pensaba que
era a posteriori: las definiciones de nimeros individuales
en el estilo de Leibniz presuponian cuestiones de hecho
particulares, que se descubrian por la experiencia. Frege
muestra que ni una ni otra posicidbn son sostenibles.

Kant mantiene que cada proposicién aritmética es co-
nocida por intuicién. Al sumar 7 y 5, nos dice, dlama-
mos en nuestra ayuda a la intuiciébn correspondiente a
uno de ellos, digamos nuestros cinco dedos». «Intuicién»
parece significar el uso de la imaginacién —porque si la
intuicion envolviera el recurso a la experiencia, entonces
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la aritmética seria empirica mas bien que a priori. Pero
stenemos realmente una intuicion de 37.863 dedos?
(O de 135.664 dedos? Y si las tuviéramos, ¢no seria el va-
lor de 135.664 + 37.863 inmediatamente obvio, sin nece-
sidad de tener que calcularlo?

Tal vez Kant quiera decir que su tesis es aplicable solo
a nameros pequefios. Pero incluso en el caso de diez
dedos, cabe producir en la mente muchas imigenes di-
ferentes segin el posicionamiento de los dedos. Y ;como
establecer una fundamental distinciébn entre nimeros
pequefios y grandes? Si las féormulas que encierran ni-
meros mayores que diez son demostrables, ;por qué no
las férmulas con nimeros mis pequefios?

Frege vuelve su atencién de Kant a Mill. En su Siste-
ma de Logica, Mill habia mantenido que la definicion de
cada nGmero envolvia la asercién de un hecho fisico:

Cada uno de los niameros dos, tres, cuatro, etc., de-
nota fenémenos fisicos, y connota una propiedad fisi-
ca de esos fenémenos. Dos, por ejemplo, denota to-
dos los pares de cosas, y doce todas las docenas de
cosas, y connotan todo lo que los hace ser pares o
docenas: y eso que los hace ser asi es algo fisico;
puesto que no puede ser negado que dos manzanas
son fisicamente distinguibles de tres manzanas, dos
caballos de un caballo, y asi sucesivamente: es eviden-
te que todos ellos son un fenémeno visible y tangible
distinto (SL, III, 24, 5).

Mill encuentra ciertas dificultades en decir con claridad
cuil es exactamente la propiedad fisica connotada por el
nombre de un nGmero, y tiene que reconocer que los
sentidos no pueden distinguir entre ciento dos caballos
y ciento tres caballos con la misma facilidad con que lo
hacen entre dos caballos y tres. Pero concluye que la
propiedad connotada por los nombres de nGmeros tales
como tres y cuatro es

alguna propiedad que pertenece a la aglomeracion de
cosas que nosotros mentamos por el nombre; y esta
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propiedad consiste en la manera caracteristica en que la
aglomeracién ha sido formada a base de, y es separa-
ble en, partes (SL, III, 24, 5).

En el caso del ntmero tres, esta propiedad es ilustra-
da diciendo:

Existen colecciones de objetos, que aunque impresio-
nan a los sentidos asi *.* pueden ser separadas en dos
partes asi - - . Estando garantizada esta proposicién, ad-
judicamos el término Tres a todas las parcelas de este
tipo (SL, 1I, 6,2).

Es una suerte, comenta Frege, que no todo en el
mundo se halle cosido y remachado, porque si asi fuera
no podriamos separar las partes, jy dos y uno no serfan
tres!

Pueden ponerse objeciones a la propuesta de Mill
que son. muy paralelas a las planteadas a las tesis de
Kant. No podemos sefialar ningin hecho fisico que esté
aseverado en la definiciébn del nGmero 777.864, como
tampoco podemos remitirnos a una intuicién de ese na-
mero. Segln la concepcién de Mill, alguien que pudie-
ra calcular con nueve cifras tendria que poseer un
asombroso conocimiento de la fisica, al igual que en la
concepcién de Kant una tal persona tendria que estar
dotada de una imaginacién extraordinariamente vivida.
Mill no estd mis autorizado que Kant para sostener que
los niimeros grandes sean tratados de modo distinto a
los pequefios: si podemos formar el 11 a partir de 10
y 1 simplemente por definicién, sin haber visto la co-
rrespondiente coleccién de objetos, no hay razén para
que no podamos construir similarmente el 2 a partir
de 1y1.

Tanto Kant como Mill explican el niimero recurriendo
a caracteristicas de los agregados; la Gnica diferencia esti
en que Mill estd pensando en la visioén real, y Kant en
la imaginacién visual. Pero tal aproximacién olvida la
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universal aplicabilidad del nimero. Si se la tomara lite-
ralmente, significaria que seria incorrecto hablar de tres
tafiidos de campana, o de tres métodos de resolver una
ecuacion.

Ni Kant ni Mill aportan una alternativa seria al progra-
ma leibniziano de establecer las verdades aritméticas
derivandolas, mediante definiciones, de unas cuantas pro-
posiciones iniciales. Pero incluso aunque adoptemos ese
programa, quedari abierta la cuestion de si las proposi-
ciones iniciales (e igualmente los teoremas demostrables
a partir de ellas) son, a posteriori 0 a priori, analiticas o
sintéticas. Mill podria haberse equivocado al rechazar la
construccién de ntmeros por definicién y, sin embargo,
estar en lo cierto al mantener que la aritmética es esen-
cialmente una ciencia empirica.

Mill sostiene, por ejemplo, que un principio como «as
sumas de iguales son iguales» es una verdad inductiva o
ley de la naturaleza del mas alto rango. Las verdades
inductivas son generalizaciones basadas en instancias in-
dividuales. De acuerdo con Mill, la afirmacién de tales
verdades tiene siempre que ser en alguna medida tenta-
tiva o hipotética. Pero seguramente Jas sumas de igua-
les son iguales- es algo categbricamente cierto: ;c6mo
puede ser entonces una verdad inductiva?

La respuesta de Mill es que el principio contiene un
elemento hipotético: la suposicion de que todos los na-
meros involucrados son nimeros con las mismas o igua-
les unidades.

Esto no es nunca rigurosamente cierto, porque nin-
guna medida de peso real es exactamente igual a otra,
ni una milla medida tiene absolutamente la misma lon-
gitud que otra; un balance mas afinado, o instrumentos
de medicion mas certeros detectarian siempre alguna
diferencia (SL, II, 6, 3).

Frege replica que Mill esta confundiendo aqui a la
aritmética con sus aplicaciones. Si vertimos 2 unidades
de volumen de un liquido en otras 5 unidades de liqui-
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do, tendremos 7 unidades de volumen de liquido. Pero
esto no es el significado de la proposicién 5 + 2 = 7,
sino una aplicacién de ella. Ademis, se trata de una ley
que s6lo es vilida en ciertas circunstancias fisicas —en
ausencia, por ejemplo, de una reaccién quimica que al-
tere el volumen. La pura proposicion aritmética es algo
bastante diferente de las aplicaciones que puedan hacer-
se de ella, que a menudo son proposiciones fisicas y
presuponen hechos observados. La aritmética puede ser
aplicada a la fisica, pero no puede estar basada en la
fisica, puesto que es aplicable a muchas otras cosas que
no son objetos fisicos.

Si las leyes aritméticas fueran inductivas, las instancias
de las cuales tendrian que ser derivadas habrian de ser
ellas mismas inductivas. Pero estarfamos moviéndonos en
un circulo vicioso si intentaramos establecer axiomas de
aritmética basindonos en férmulas aritméticas individua-
les y establecer féormulas individuales por recurso a los
axiomas.

Ademis, el método inductivo envuelve generalizacio-
nes de instancias similares. Pero los ntimeros individua-
les varfan grandemente entre si: unos son impares, otros
pares, algunos son cuadrados, otros cubos, etc. ;:C6mo
podriamos hacer generalizaciones fiables de tal mezcla-
do bagaje de instancias? Al realizar inducciones asumimos
que una posicién en el espacio o el tiempo es tan vali-
da como cualquier otra: dos instancias no diferirin entre
si simplemente porque ocurran en diferentes tiempos o
en diferentes lugares. Pero la posicién en la serie numé-
rica no es materia de indiferencia como lo es la posicién
en el espacio, pues es propio de la naturaleza de los na-
meros el estar sujetos a un orden fijo. Cada nimero esti
formado de su propia manera y tiene sus propias pecu-
liaridades, que, afirma Frege, son «especialmente promi-
nentes en los casos de 0, 1 y 2.

Tratar de establecer la aritmética por induccién es
poner el carro delante del caballo. La induccién cientifi-
ca depende de la teoria de la probabilidad. Pero la teo-
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tfa de la probabilidad no habria podido ser desarrollada
jamis sin presuponer las leyes aritméticas.

La aritmética no es, por tanto, una ciencia empirica;
tampoco es a posteriori. Pero si es a priori, ¢€s sintética o
analitica? Kant mantenia que la aritmética, al igual que la
geometria, es sintética a priori. Pero Frege piensa que la
similaridad entre aritmética y geometria es cominmente
sobreestimada. Como ya ha sido observado, un punto
geométrico, una linea o un plano, considerados en si mis-
mos, son indistinguibles unos de otros; en cambio, cada
ntmero tiene sus propias peculiaridades. Sélo cuando va-
rios puntos, lineas o planocs, estin reunidos en una Gnica
intuicion es posible distinguirlos entre si. En geometria,
por tanto, es perfectamente inteligible que las proposicio-
nes generales sean derivadas de la intuicion. Y el domi-
nio de la geometria es precisamente el ambito de lo que
es espacialmente intuible, sea real o imaginario.

Las mds extravagantes fantasias de la fiebre, las mas
audaces invenciones de la leyenda y la poesia, en don-
de los animales hablan, las estrellas se detienen perma-
nentemente, las piedras se convierten en hombres y los
hombres en 4rboles, en donde se surge de los panta-
nos tirindose de los propios cabellos; todo esto, en tan-
to que siga siendo algo intuible, queda sujeto a los
axiomas de la geometria. El pensamiento conceptual
solo puede librarse de este yugo cuando asume, diga-
mos, un espacio de cuatro dimensiones o una curvatu-
ra positiva. El estudio de tales concepciones no €s en
manera alguna indtil; pero abandona totalmente el sue-
lo de la intuicién. Si también aqui hacemos uso de ella,
la intuicién siempre lo es de un espacio euclidiano,
Gnico espacio del que podemos tener imagen alguna.
Sélo que la intuicién no serd tomada ahora en cuanto
tal, sino como simbolo de alguna otra cosa; por ejem-
plo, denominamos recto o plano a lo que de hecho
intuimos como curvo (FA, pags. 129-30).

La aritmética tiene un dominio aGn mas amplio que el
de la geometria, la psicologia o la fisica. La fisica y la
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psicologia tratan del mundo o realidad activa o «efecti-
var, de causas y efectos (Wirklichkeit); la geometria, del
mundo de lo imaginable; la aritmética se ocupa del mun-
do del pensamiento. Todo lo que es pensable es tam-
bién enumerable; y las leyes del niimero no pueden ser
negadas sin poner en cuestion las leyes del pensamien-
to. De aqui, concluye Frege, que las bases de la aritmé-
tica estén arraigadas en un nivel mas profundo que las
de cualquier otra ciencia, incluyendo la geometria. La
propuesta de Frege es que las verdades aritméticas no
son solo a priori, sino también analiticas. Las verdades de
la aritmética estdn relacionadas con las verdades de la 16
gica del mismo modo en que los teoremas de Euclides
lo estin con sus axiomas.

Esta propuesta puede parecer chocante. ¢Co6mo es
posible que el vasto drbol de la ciencia del namero esté
enraizado en desnudas identidades? ;Puede un conteni-
do tan rico ser extraido del vacio cascarén de la 16gica?
Como decia Mill, <a doctrina de que nosotros podemos
descubrir hechos, detectar los ocultos procesos de la
naturaleza, mediante una hé4bil manipulacién del lengua-
je, es tan contraria al sentido comtn, que a una persona
le serfa preciso tener conocimientos de filosofia para
creerla» (SL, II, 6, 2).

Pero quien mantiene, como Frege, que la aritmética es
derivable de la l6gica no quiere decir con ello que las
verdades aritméticas sean verdades acerca de meros sim-
bolos. Los simbolos tienen un contenido, que se hace
perceptible a través de ellos; pero el contenido de los
simbolos no es intuible o percibible por los sentidos se-
gun Frege. Esto es vilido tanto para las verdades de la
aritmeética como para las de la logica; y si las primeras
pueden ademis ser derivadas de las tltimas, entonces «el
prodigioso desarrollo de los estudios en aritmética, con
sus innumerables aplicaciones, bastard para poner fin al
extendido desprecio por los juicios analiticos y a la le-
yenda de la esterilidad de la l6gica puras.

Frege se vuelve ahora hacia una consideracién gene-
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ral del concepto de niimero cardinal. Es bastante verosi-
mil que cada nimero individual pueda ser definido en
términos del nimero uno y de la nocién de incremento
en uno. Pero estos elementos tendran que ser definidos
a su vez; y en la derivacién se hard uso de proposicio-
nes generales, que igualmente habran de ser derivadas
del concepto general de nimero. ;Qué es, pues, el na-
mero?

¢Es una propiedad de las cosas externas? Las palabras
que expresan nimeros aparecen a menudo como adjeti-
vos: hablamos de tres caballos o de cuatro caballos, del
mismo modo que lo hacemos de caballos negros y ca-
ballos blancos, y esto parece sugerir que el nGmero es
una propiedad de las cosas al igual que lo es el color.
Cuando decimos «cuatro caballos de pura sangre» parece
como si «cuatro» modificara a «aballo de pura sangre» del
mismo modo en que «de pura sangre» modifica a «caba-
llo- (FA, pag. 163).

;Podemos realmente alinear al nimero con propieda-
des tales como color y solidez? El color y la solidez son
perceptibles por los sentidos, y Mill habia argumentado
que el nimero era también una propiedad perceptible
por los sentidos. Dos manzanas, decia Mill, son fisica-
mente diferentes de tres manzanas, y dos caballos son
un fenémeno fisico y tangible que es diferente de un
caballo. Pero de esto no podemos inferir que la paridad
o la trinidad sean algo fisico: un par de botas puede ser
el mismo fendémeno tangible y visible que dos botas. Por
otra parte, un hombre puede tener dos caballos, uno en
Alemania y otro en América; y si esos dos caballos no
son reunidos jamas no formarin en absoluto un fené-
meno fisico y tangible».

Mill habia mantenido que el nimero era una propie-
dad de un agregado de cosas, una propiedad que con-
sistia en «Ja manera caracteristica de haberse formado el
agregado, y que puede ser separado en partes». Pero no
hay un dénico modo caracteristico de separar un agrega-
do: un haz de paja puede ser separado en partes cor-
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tando todas las pajas por la mitad, separandolas una por
una, o dividiendo el haz en dos haces. Ademas, las co-
sas no tienen en absoluto que estar aglomeradas para
que puedan ser contadas. No tenemos que reunir a to-
dos los ciegos que haya en Alemania para dar sentido a
la expresion «El nimero de gente ciega en Alemania». Mil
granos de trigo diseminados por el sembrador siguen sien-
do mil granos.

La dificultad de considerar al nimero como una pro-
piedad fisica resulta particularmente clara en el caso del
namero uno. La sugerencia mis plausible de las que han
sido propuestas es que ser uno significa ser indiviso y
aislado. Si esto fuera asi, dice Frege, entonces cabria es-
perar que los animales tuvieran la idea de unidad: un
perro que mira a la luna puede ver que esti aislada, y
puede distinguir objetos individuales tales como su amo
u otro perro. Pero ;puede realmente un perro tener un
concepto del nimero uno?

Sin duda notard una diferencia si se tiene que defen-

der contra muchos perros o sélo contra uno, pero esto

f es lo que Mill lamé diferencia fisica. En especial, la

cuestién es: stiene el perro conciencia, aunque sea con-

fusa, de aquéllo comin que expresamos por medio de

la palabra «wuno» en situaciones diferentes, por ejemplo

cuando es mordido por un gran perro y cuando estid

persiguiendo a un gato? Me parece improbable (FA,
pag. 146).

Propiedades tales como la de ser indiviso o ser aisla-
do, que el animal percibe al igual que nosotros, no pue-
de ser lo esencial del concepto matemitico de unidad.

Los argumentos que Frege dirige contra Mill logran
mostrar que el nmero no es una propiedad fisica o tan-
gible de las cosas ni de los agregados de cosas. Pero
parecen dejar abierta la posibilidad de que el nimero
pudiera ser otro tipo de propiedad de las cosas, aunque
no de una propiedad perceptible por los sentidos.

Es cierto, como afirma Frege, que el nimero difiere de
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propiedades como el color o la solidez por su aplicabili-
dad en un dominio muchisimo mis amplio. Al resumir
en otro lugar el argumento que acabamos de exponer,
dice Frege: «podemos contar cualquier cosa que sea ob-
jeto del pensamiento: lo ideal al igual que lo real, con-
ceptos y objetos, entidades temporales y espaciales, su-
cesos y cuerpos, métodos y teoremas». Pero esto no
parece ser un argumento muy convincente para mostrar
que el nimero no es una propiedad de las cosas. ¢Por
qué no podria haber algunas propiedades que fueran
aplicables a muchos y diferentes géneros de cosas? Fre-
ge argumenta, en contra de la tesis de que «uno» sea una
palabra denotativa de una propiedad, que setia sorpren-
dente que cada cosa singular poseyera semejante pro-
piedad.

No se comprenderfa por qué en general se aplica ex-
presamente esa propiedad a una cosa. Sélo en virtud de
la posibilidad de que algo no sea sabio, cobra sentido
la afirmacién de que Solén es sabio. El contenido de un
concepto disminuye cuando aumenta su extension; si
ésta llega a abarcarlo todo, entonces tiene que desva-
necerse por completo el contenido (FA, pag. 144).

Este pasaje es dificilmente conciliable con algunas de
las cosas que Frege dice en otro lugar acerca de la na-
turaleza de los conceptos. Esta dispuesto a considerar
como una propiedad el ser idéntico a si mismo (FA,
pag. 182). Si es una propiedad, se trata con seguridad
de una propiedad de aplicacién universal: toda cosa es
idéntica a si misma. Asi pues, ni en el caso de «uno- ni
en el de cualquier otro nimero, el rango de aplicabili-
dad no parece establecer que el nimero no sea una
propiedad.

Pero Frege cuenta con otros y mejores argumentos
para mostrar la diferencia entre nGmeros y propiedades
tales como el color. Decimos de un arbol que tiene 1000
hojas y que sus hojas son verdes; mas con esta dife-
rencia: mientras que cada hoja es verde, cada hoja no
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es 1000. Las hojas forman colectivamente el follaje del
arbol; el follaje, al igual que las hojas, es verde, pero,
nuevamente, el follaje no es 1000. Asi, el namero 1000,
considerado como una propiedad, no parece que per-
tenezca ni a una simple hoja ni a la totalidad de todas
ellas.

Si entrego a alguien una piedra y le pido que me diga
su peso, esa persona sabe con precision lo que tiene
que investigar. Pero si le doy un pufiado de naipes y le
pido que me diga el nGmero, necesita saber si lo que
yo le pido es el nimero de cartas, o el de juegos com-
pletos, o el de palos. El color pertenece a una superficie
con independencia de cualquier eleccion nuestra; pero el
namero 2 o el 104 no pertenecen a la pila de cartas por
derecho propio, sino en funcién del modo en que haya-
mos elegido considerarla.

Lo que quisimos llamar juego completo es obviamen-
te una decisibn arbitraria, y el montén de cartas nada
sabe de elio. Pero cuando lo consideramos bajo esta
perspectiva, tal vez descubramos que lo podemos lla-
mar dos juegos completos. Alguien que no supiera lo
que se llama juego completo, probablemente descubri-
ria cualquier otro nimero en el mont6n antes que el
dos (FA, pag. 136).

Mientras yo no puedo alterar el color de una cosa por
el mero hecho de pensar en ella de uno u otro modo,
puedo pensar la fliada como un poema, o como 24 li-
bros, o como 115.477 palabras. Del Ensayo sobre una
nueva teoria de la vision de Berkeley, cita Frege estas
palabras: «{a unidad varia segin el modo en que la
mente combina variadamente sus ideas; y con la unidad,
varia igualmente el niimero, que es sélo una coleccién
de unidades. Llamamos una a una ventana, a una chi-
menea, y hasta una casa en la que hay muchas venta-
nas y muchas chimeneas tiene el mismo derecho a ser
llamada una, y muchas casas componen una ciudad.»

Si el nlimero no es una propiedad de las cosas, ssig-
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nifica esto que se trata de algo subjetivo, un producto de
procesos mentales? De ser asi, formaria parte del objeto
de la psicologia, cosa que Frege rechazaba tajantemente.
Del hecho de que el namero que vaya a ser atribuido a
una cosa en €l mundo tenga que depender de una an-
terior decisién nuestra, es errbneo concluir que el name-
ro no es algo objetivo. El nimero no es mas un produc-
to de procesos mentales de lo que lo es el Mar del
Norte. Es asunto de nuestra arbitraria eleccion decidir
qué porcidn de agua va a ser llamada «El Mar del Nor-
te», pero eso no convierte al Mar del Norte en objeto de
la psicologia en lugar de la geografia.

Si decimos que «El Mar del Norte tiene 10.000 millas
cuadradas de extensién-, entonces ni con el término
Mar del Norte- ni -con el de «10.000- nos estamos refi-
rendo a ningQn estado o proceso de nuestra mente:
por el contrario, estamos afirmando algo muy objetivo,
que es independiente de nuestras ideas y de cualquier
cosa de este tipo (FA, pag. 140).

En el sentido de Frege, algo puede ser objetivo sin ser
tangible, o espacial, o causalmente operativo. Los ejes de
la Tierra y el ecuador son objetivos, pero no son obje-
tos tangibles. Nameros y colores son igualmente objeti-
vos, aunque solo los colores son perceptibles por los
sentidos.

La idea de que los niimeros son subjetivos, como una
imagen mental, conduce a resultados absurdos. Las imi-
genes mentales son privadas en el sentido de que mis
imagenes mentales no son las tuyas, ni tus imdgenes son
las mias. Si el nimero dos tuviera el caricter de una
imagen mental, entonces tendria que ser algo privado de
los individuos.

Quizi tuviéramos entonces muchos millones de do-
ses. Habria que hablar de mi dos, tu dos, un dos, to-
dos los doses... Con las nuevas generaciones de seres
humanos surgirian invariablemente nuevos doses, v
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quién sabe si al cabo de milenios se transformarian
hasta el extremo de que llegase a darse que dos por
dos es igual a cinco (FA, pag. 142).

Y muchos numerales se tornarian tal vez en simbolos
vacios. Como podriamos estar seguros, por ejemplo, de
que existe en la mente de alguien la imagen correspon-
diente al simbolo de diez elevado a diez? Seria chocan-
te», concluye Frege, «que la mis exacta de todas las cien-
cias tuviera que buscar apoyo en la todavia insegura y
vacilante psicologia-.

Frege pasa ahora a considerar la sugerencia de que un
nimero sea un conjunto. Y observa que si se toma el
concepto de «conjunto- como equivalente al de «multitud»
o «pluralidad», entonces 1a definicién no cubriria los ni-
meros 0 y 1. «La palabra ‘conjunto’, advierte Frege, «evo-
ca de inmediato la imagen de un montén de cosas en
el espacio, como evidencia la expresién ‘pila de platos’;
y asi, como hace J. S. Mill, uno retiene ficilmente la con-
cepcibn infantil del nimero mismo como montén o agre-
gado. Sin embargo, posteriormente se verd que el pro-
pio Frege concibe el nimero como un conjunto, con lo
cual esa propuesta no es de las que puedan ser descar-
tadas sin mis. La primera cuestion es: ;jDe qué cosas es
un conjunto el nimero? La respuesta tradicional a esta
pregunta, dada por primera vez por Euclides, es que un
nimero es un conjunto de unidades. Necesitamos, por
tanto, preguntar qué es una unidad. ;Es «unidad» sinéni-
mo de «cosa, si toda y cada cosa es una unidad o pue-
de ser considerada como una?

Frege dice que una respuesta comiin entre los filéso-
fos es que cuando describimos dos elementos que van
a figurar como wnidades» les estamos adscribiendo una
cierta identidad entre si. Si vamos a contar cosas, conti-
nda la teorfa, tenemos que ignorar todo lo que las dife-
rencia y tratarlas como exactamente similares. Pero,
objeta Frege, si abstraemos las caracteristicas que diferen-
cian a las cosas, nos quedamos no con el namero de las
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cosas consideradas, sino con un concepto general bajo
el cual todas ellas caen.

Cuando, por ejemplo, al considerar un gato blanco y
uno negro prescindo de las propiedades por las que se
distinguen, obtengo presumiblemente el concepto «gato-.
Si procedo ahora a reunirlos bajo este concepto y even-
tualmente los llamo unidades, el gato blanco sigue sien-
do blanco y el negro negro. Puedo no pensar en sus
colores, 0 no proponerme sacar ninguna conclusién de
su diferencia: los gatos no van a perder su color y si-
guen siendo tan diferentes como antes (FA, pég. 148).

Si para convertirse en unidades enumerables, dos co-
sas tienen que ser idénticas en todos los respectos, en-
tonces no habria unidades en absoluto, pues no hay dos
cosas que sean exactamente iguales.

De hecho, no es cierto que dos unidades tengan que
tener todas sus propiedades en comiin para ser enume-
rables. Lo que si es cierto es que en orden a ser reuni-
das, dos cosas tienen que caer bajo un solo concepto
(como los dos gatos caen bajo el Gnico concepto gato);
y esto es algo a lo que Frege recurrird cuando ofrezca
su propia concepcién de namero®. Lo cual es bastante
diferente de decir que las unidades tienen que ser total-
mente iguales.

No es ficil seguir el curso del pensamiento fregeano
en este contexto, pues la palabra alemana <Gleichbeit,
que Frege utiliza para la propiedad que se adscribe a las
unidades, puede significar <dentidad-, dgualdad, o «simi-
laridad». A veces su texto es mas convincente si traduci-
mos el adjetivo «gleich» por «ddéntico», y otras veces por
<semejante». Ello puede inducir a pensar que su argumen-
to es equivoco. Pero en realidad, esta ambigiiedad no es

2 Frege cita el pasaje de Spinoza que dice que quien tiene en la
mano un tilero y un sestercio no pensar en el nimero dos a me-
nos que pueda cubrir este tilero y este sestercio con uno y el mis-
mo nombre, a saber, «monedas- (FA, pag. 161).
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dafiina. Porque Frege acataba el principio leibniziano de
la identidad de los indiscernibles: el principio que dice
que no hay dos cosas que tengan todas sus propiedades
en comdn’. Si se acepta esto, se sigue entonces que si
todo lo que sea verdadero de A es verdadero de B, en-
tonces A4 es idéntico a B. Bajo este principio, la similari-
dad total entre unidades equivaldria a la identidad. De
aqui que Frege pueda resumir esta objecién asf: <Si a las
cosas por enumerar se las llama unidades, entonces la
asercion de que las unidades son absolutamente iguales
es falsa. Que son iguales en un cierto respecto es cierta-
mente correcto, pero carece de interés» (FA, pag. 158).

Algunos filésofos han tomado como rasgo esencial de
las unidades no la similaridad, sino la diversidad. Y Fre-
ge cita las siguientes palabras de W. S. Jevons: «Frecuen-
temente se ha dicho que las unidades son unidades en
razon de ser perfectamente similares unas respecto a
otras; pero aunque puedan ser perfectamente similares
en algunos aspectos, deben ser diferentes al menos en
un punto, de otra manera no admitirian la pluralidad. Si
tres monedas fueran tan similares que ocuparan el mis-
mo lugar al mismo tiempo, no serian tres monedas, sino
una» (FA, pig. 149).

Mas la insistencia en que las unidades deben ser di-
ferentes tropieza con tantas dificultades como la
exigencia de que las unidades hayan de ser similares.
Si se considera a 5 como un conjunto de cinco unida-
des, cabria denotarlo mediante el simbolo «1+1+1+1+1»,

3 Frege continué aceptando esta interpretacion de la igualdad a lo
largo de su vida. Asi, en el segundo volumen de los Grundgesetze
der Aritbmetik, escribia: «Con respecto al signo igual seguiremos
manteniendo nuestra convencién de que la igualdad es coincidencia
completa, identidad. Los cuerpos con igual volumen no son, por su-
puesto, idénticos, pero tienen el mismo volumen. Los simbolos que
flanquean al signo igual tienen que ser tomados en este caso no
como signos de esos cuerpos, sino de sus: volimenes, o de los valo-
res numéricos obtenidos por medicién en términos de la misma uni-
dad de volumen.»
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Pero las unidades de las que 5 esta compuesto tie-
nen que ser consideradas como distintas entre si;
por ello el simbolo podria ser mis adecuado si, siguien-
do una ulterior sugerencia de Jevons, escribiéramos
«J'+1"+1"+1"'+1""». Aqui, el repetido uso de «1» daria
cuenta de la similaridad entre las unidades, mientras que
los apostrofos representarian la diferencia. Por desgracia,
comenta Frege, el Gltimo simbolo anula la obra del pri-
mero. No hay razén alguna para no haber escrito en su
lugar «at+b+ct+d+e». Por tanto», dice Frege, «nuestro uno
se nos escapa entre los dedos; nos vuelven a quedar los
objetos con todas sus particularidades». Nada hemos ga-
nado con llamar wnidades» a los objetos.

El simbolo «1» en la notacién de Jevons significaba el
niimero uno; pero el nimero uno es cosa muy diferente
de una unidad o cosa enumerable. S6lo hay un ntimero
uno; «1» es un nombre propio que no admite plural, al
igual que no lo admiten Federico el Grande» o «el ele-
mento oro~ «1» no puede ser considerado como un sim-
bolo para diferentes y distintos objetos, como Islandia,
Aldebaran, Solén y cosas similares. Usar el mismo sim-
bolo para indicar una unidad y para representar al nG-
mero uno, como hace Jevons, es sencillamente absurdo.

Para explicar el modo en que, en unidades numéricas,
la distinguibilidad va a ser combinada con la similaridad,
Jevons introduce la nocion de abstraccion numérica.

Esta consiste en hacer abstraccién del signo de la
diferencia, de la cual surge la pluralidad, y retener sola-
mente el hecho de la diferencia. Cuando hablo de tres
hombres no necesito especificar inmediatamente las no-
tas por las que cada uno puede conocer a cada uno de
ellos. Esas notas deben existir si son realmente tres
hombres y no uno y el mismo, y al hablar de ellos
como varios estoy implicando la existencia de las reque-
ridas diferencias. El nimero abstracto es, asi, la forma
vacia de la diferencia (FA, pag. 156; extraido de The
Principles of Science, Londres, 1874, pag. 156).
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Frege observa que si esto significa que tenemos que
formar primeramente una totalidad y luego abstraer las
propiedades distintivas de sus elementos constituyentes,
es dificil ver como podriamos llegar a un ndmero
como 10.000, porque estaria mis alld de nuestras capaci-
dades captar de un golpe tal multitud de diferencias y rete-
ner el hecho de su existencia. ;Qué se quiere decir con <da
forma vacia de la diferencia? ;Que una proposicion como
«a es diferente de b» nos da el namero 2? da Tiemra tiene
dos polos- tiene que significar algo bastante diferente de «El
Polo Norte es diferente del Polo Sur, como puede compro-
barse si observamos que cualquiera de las dos proposicio-
nes podria ser verdadera sin necesidad de la otra.

¢Como van a darnos la abstraccion numeérica los na-
meros 0 y 1? Si consideramos la Luna, tal vez podamos
llegar por un proceso de abstraccién a una variedad de
. conceptos, por ejemplo, satélite de la Tierra, cuerpo ce-
leste, cuerpo, etc. Pero por este camino no llegaremos
jamds al niamero 1, pues no se trata de un concepto bajo
el que la Luna caiga, como cae bajo los conceptos de
satélite y de cuerpo. La cuestién se oscurece atin mis en
el caso de 0, donde no hay ningln objeto desde el que
se inicie nuestro proceso de abstraccidén. Y de nada sir-
ve decir que 0 y 1 no son nimeros en el mismo sentido
en que lo son 2 y 3. Todo lo que sea capaz de respon-
der a la pregunta «Cuantos?» cuenta como ndmero, y 0
es una respuesta perfectamente buena a la cuestioén
«Cuantas lunas tiene tal y tal planeta?

Tres teorias han sido hasta aqui examinadas y juzga-
das deficientes: que el nimero es una propiedad de las
cosas, que el nimero es una creacidon subjetiva, y que
el nimero es un conjunto de unidades. Ninguna de es-
tas teorias aporta una respuesta a la cuestion. Cuando
establecemos algo sobre un nGmero, ¢de qué entidad
estamos afirmando algo?

En la secciébn 46 de los Fundamentos comienza Frege
a exponer su propia respuesta partiendo de las observa-
ciones anteriormente utilizadas para refutar la idea de
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que el nGmero era una propiedad de las cosas fisicas o
fenébmenos.

Cuando al examinar uno y el mismo fendmeno ex-
terno, puedo decir con igual verdad: «esto es un grupo
de arboles- y «estos son cinco 4rboles», o «aqui hay cua-
tro compaiiias» y «aqui hay 500 hombres-, no se altera
ni el individuo ni el todo, el agregado, sino s6lo mi
denominacion. Pero esto es solamente sefial de que un
concepto ha sido sustituido por otro (FA, pag. 159).

Estas palabras sugieren como respuesta al problema
atn no resuelto: el contenido de una proposicion numé-
rica es una asercion acerca de un concepto. Lo cual re-
sulta mis patente en el caso en que el nimero en cues-
tibn sea cero.

Cuando digo «Venus tiene 0 lunas», entonces simple-
mente no hay ninguna luna, o agregado de lunas de las
que pueda decirse algo; pero al concepto <una de Ve-
nus- se le estd adscribiendo con ello una propiedad: la
de no comprender nada bajo si (FA, pig. 159).

La tesis de Frege de que una asignacién numérica es
una proposicién sobre un concepto no deberfa ser mal-
interpretada como una version de la tesis de que el ni-
mero es algo subjetivo. El concepto fregeano es objeti-
vo, no una entidad psicologica semejante a una imagen
mental. Ademis de las proposiciones sobre nimeros, son
posibles otras proposiciones sobre conceptos. Por ejem-
plo, una generalizacién como «Todas las ballenas son
mamiferos» no es una proposicién sobre animales, sino
una asercion de la subordinacion del concepto de balle-
na al concepto de mamifero.

Aunque nuestra proposicién sblo pudiera justificarse
por medio de la observacion de animales individuales,
ello nada probaria respecto a su contenido. Para res-
ponder a la pregunta ide qué trata esa proposicion?, es
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indiferente que ésta sea o no verdadera, como también
las razones que nos asistan para sostener su verdad. Asi
pues, si el concepto es algo objetivo, entonces un enun-
ciado sobre €l puede contener también algo fictico (FA,
pag. 160).

Frege procede ahora a mostrar que una buena parte
de las misteriosas caracteristicas reveladas en la anterior
discusion, queda ficilmente explicada si aceptamos que
un enunciado sobre un nGmero es una asercién sobre
un concepto. Los anteriores ejemplos inducian a pensar
que una cosa podia tener mds de un nGmero; pero tan
pronto comprendemos que los nGmeros atafien a los
conceptos, no a las cosas, hallamos que los nimeros son
mutuamente exclusivos. Un concepto no puede admitir
la asignacion de dos ntimeros diferentes, al igual que un
objeto no puede ser absolutamente rojo y verde a la vez.

Pensar que los niimeros son obtenidos por abstraccién
es un error; lo mis que podemos decir es que los ni-
meros pertenecen a los conceptos, y que los conceptos
pueden ser adquiridos mediante la abstraccién. De aqui
que la abstraccion preceda con frecuencia al juicio sobre
el nimero. Pero la abstraccién no es ciertamente el Gni-
co modo de formar conceptos: podemos adquirirlos
combinando caracteristicas definidas, y en tal caso pue-
de suceder que no haya nada que caiga bajo el concep-
to. De no ser asi, jamas podriamos construir verdaderas
negaciones de existencia como «No existen unicornios».

Parecia evidente que el nimero podia ser predicado
de objetos fisicos y de objetos mentales, de lo temporal
y de lo eterno. Pero esto no es lo que sucede realmente
en las proposiciones numeéricas. Los nimeros no son
asignados a esa diversidad de objetos, sino a los concep-
tos que los engloban.

Que un objeto caiga bajo un concepto no significa que
la palabra que designa el concepto sea el nombre de la
cosa. Félix es un gato, y cae bajo el concepto gato; pero
su nombre no es «gato». Frege admite que lo llamemos <l
gato», pero aclara que una palabra-concepto acompafiada
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de un articulo definido se torna en nombre propio y deja
de ser una palabra-concepto.

Un concepto no deja de ser concepto porque bajo
€l caiga solamente una cosa, la cual se encuentra ple-
namente determinada por él. A tal tipo de conceptos
(por ejemplo, satélite de la Tierra), pertenece justamen-
te el nimero 1, que es un ndmero en el mismo senti-
do que 2 y 3. En relacién a un concepto, la cuestién
es siempre si hay alguna cosa, y si es asi qué cosa,
que caiga bajo él (FA, pag. 162).

Cuando Frege dice que el nimero es una propiedad
de un concepto, o mis correctamente que una pProposi-
ciébn numérica asigna una propiedad a un concepto, es
importante no olvidar que Frege establece una distincién
sistemitica entre una propiedad de un concepto y un
componente (Merkmal) de un concepto. Rectdngulo es
un componente del concepto tridngulo rectdangulo, pero
no es una propiedad de ese concepto: es una propiedad
de los tridngulos que caen bajo él. Pero la proposicién
de que no existen tridngulos equildteros rectingulos es-
tablece una propiedad del concepto triagngulo equildtero
rectangulo: le asigna el nimero cero (inexistencia).

En un pasaje de gran importancia filosofica (FA, pagi-
nas 163-4) propone Frege una analogia entre la existen-
cia y el nimero. da afirmacién de existencia», nos dice,
«n0O es otra cosa que la negacién del nimero ceror. Lo
que quiere decir con esto es que una afirmacién de exis-
tencia (por ejemplo, Los angeles existen», o «Existen [co-
sas tales como] los dngeles») es la aserciobn de que un
concepto tiene algo que cae bajo él. Y decir que un con-
cepto tiene algo que cae bajo él es decir que el niimero
que pertenece a ese concepto es distinto de cero.

En que la existencia sea una propiedad de los concep-
tos, dice Frege, estd la razon de la debilidad del argu-
mento ontolégico sobre la existencia de Dios. Lo cual
quiere decir que «existe Dios» no puede ser un compo-
nente del concepto Dios, como tampoco puede ser un
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componente de ese concepto que «existe un solo Dios».
Pero si de hecho hay un, y solamente un, Dios, eso, en
la terminologia fregeana, es una propiedad del concepto
Dios.

Aunque el argumento ontoldgico sea invilido, la razén
de su invalidez no reside en que nunca sea posible rea-
lizar una inferencia desde los componentes de un con-
cepto a sus propiedades. El mismo Frege acaba de in-
ferir desde los componentes del concepto tridngulo
equildtero rectdngulo que éste tiene la propiedad de
poseer el nimero cero. Tal vez pueda haber también
casos en los que sea posible inferir la existencia o la
unicidad a partir de las caracteristicas que componen un
concepto. Pero lo que si es cierto es que esto no puede
convertirse jamas en una cuestion tan sencilla como la
de asignar como propiedad de un objeto que cae bajo
un concepto una de las caracteristicas componentes de
ese concepto (por ejemplo, decidir que una figura que
cae bajo el concepto de tridngulo rectangulo es trian-
gular).

Por otra parte puede haber conceptos que incluyan
entre sus componentes la existencia y la singularidad.
Mas en este caso se tratarfa de conceptos de un tipo
especial; Frege introduce el nombre de «conceptos de
segundo orden» para denotarlos. Supongase que reuni-
mos bajo un Gnico concepto a todos los conceptos que
engloban solamente un objeto; en tal caso, la unidad, en
el sentido de unicidad, serfa un componente de este
nuevo concepto. Bajo €l caeria el concepto luna de la
tierra, aunque no la Luna misma. <De este modo», dice
Frege, «podemos hacer que un concepto caiga bajo otro
de rango superior, o, por asi decirlo, concepto de segun-
do orden». Esta relacidén es muy diferente de la de la
subordinacién de la especie al género (por ejemplo, la
relacién del concepto luna con la del concepto satélite).

Podemos ofrecer un sentido de «unidad» que dé cuen-
ta de las aparentemente irreconciliables propiedades que
habria que utilizar si el nimero tuviera que ser definido
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en términos de unidades. ;Por qué no decir que un con-
cepto es la unidad relativa al nimero que pertenece a
ese concepto?’,

Ahora es posible dar una respuesta definitiva a la
cuestibén de si las unidades son indiscernibles o indistin-
guibles. En la proposicién Japiter tiene cuatro lunas», las
unidades son idénticas, en el sentido de que la unidad
es el concepto singular luna de Jipiter. Bajo este concep-
to estin englobadas las cuatro lunas I, I, III, IV. La uni-
dad con la que se relaciona I es idéntica a la unidad con
la que se relaciona II, y lo mismo ocurre con las restan-
tes. Pero cuando decimos que las unidades son distingui-
bles, lo que con ello queremos expresar es que cada una
de las lunas, cada una de las cosas enumeradas, es dis-
tinguible de las otras. De este modo podemos hacer jus-
ticia a cada una de las aparentemente irreconciliables
demandas: que las unidades deban ser idénticas, y que
deban ser distinguibles.

4 No todo concepto se deja medir por unidades: el concepto pe-
tro si, porque «contar los perros tiene sentido; pero no ocurre asi con
el concepto rojo, porque «contar los rojos» no establece ninguna ta-
rea definida. «S6lo un concepto que delimita claramente lo que cae
bajo él y que no admite ninguna divisién arbitraria, puede constituir
una unidad en relacién a un ndmero finito- (FA, pag. 164).
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CariTuLo V

Los fundamentos de la aritmética, 11

Con el cuarto capitulo de Los fundamentos de la arit-
mética se inicia un abrupto cambio de ritmo. Hasta el
presente, mas sin demorarse en vanas retoricas, Frege ha
expuesto informalmente las concepciones erréneas de
algunos autores sobre el estatuto de la aritmética, mien-
tras dejaba de paso que sus propias tesis sobre la natu-
raleza del ntmero fueran emergiendo implicitamente
como resultado de su detallada critica de los otros. Sus
argumentos, aunque a menudo intolerantes y a veces
sarcasticos, impresionan casi siempre al lector por acer-
tados y convincentes.

Ahora todo esto cambia de repente. El ritmo de la
discusion se acelera violentamente; Frege comienza a
desarrollar sus propias teorias con rapidez de vértigo.
Cuestiones audaces son planteadas sin la menor prepa-
racién previa; tesis contra-intuitivas son defendidas apo-
vandose en el mis desnudo esqueleto de argumento.

La seccién 55, en particular, produce la impresién de
una alocada carrera hacia la conclusion. El concepto ge-
neral de nimero ha sido ya definido, o, mas bien, he-
mos sido informados de que el contenido de una pro-
posicion numérica es una asercién sobre un concepto.
Queda ahora la tarea de definir los nimeros individua-
les 0 y 1, y la nocién de incremento en uno. Pues ya ha
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sido acordado que todos los naimeros pueden ser deri-
vados a partir de estos elementos. Sin concedernos un
instante de respiro, Frege nos coloca ante los ojos tres
definiciones que parecen satisfacer estos requisitos.

(@ El nimero 0. El nimero 0 pertenece a un con-
cepto F si, sea a lo que fuere, a no cae bajo E

(b) El nimero 1. El nimero 1 pertenece a un con-
cepto F si, sea a lo que fuere, a no cae bajo F; pero si
a cae bajo Fy b cae bajo F, entonces es el caso que a
es lo mismo que b.

(0) La definicién de n + 1 en términos de 7. El na-
mero (n + 1) pertenece al concepto F si hay un obje-
to 4 que cae bajo F y es de naturaleza tal que el niime-
ro n pertenece al concepto «cae bajo E pero no es lo
mismo que g-.

Tras haber leido, y digerido, estas definiciones, nos
inclinarfamos a esperar que Frege terminara aqui su li-
bro, habiendo completado ya su tarea en este punto.
Pero hay dos cosas que ponen al lector en guardia.

En primer lugar esti el subtitulo dado a esta primera
seccion del capitulo: <Cada ntmero individual es un objeto
independiente.» Uno se pregunta cémo es posible conciliar
esto con la conclusién hasta ahora obtenida en el libro:
que el contenido de una proposiciébn numérica es una
asercion sobre un concepto. Frege ha establecido una sis-
temdtica y consistente distincién entre concepto y objeto.
¢Cémo puede un nmero ser un objeto si una proposicién
sobre un nmero es una asercién sobre un concepto? Es
claro que habri que esperar alguna detallada explicacion
si hemos de reconciliar estas dos proposiciones.

En segundo lugar, el propio Frege se apresura a ad-
vertir que las definiciones ofrecidas no resuelven el pro-
blema del nimero. Pero nuestra confusién aumenta, en
lugar de disminuir, con su razonamiento.

Tomado estrictamente, el sentido de la expresién <l
nGmero 7 pertenece al concepto G» nos es tan desco-
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nocido como el de la expresién €l nimero (n + D
pertenece al concepto F- Ciertamente, por medio de las
dos tltimas definiciones podemos decir lo que significa
«El nimero 1 + 1 pertenece al concepto F,
y luego, utilizando esto, indicar el sentido de la expre-
sibn
«Fl nimero 1 + 1 + 1 pertenece al concepto P,
etc.; pero por medio de nuestras definiciones jamas po-
driamos decir —por tomar un ejemplo burdo— si el n@-
mero Julio César pertenece a un concepto, O Si el céle-
bre conquistador de la Galia es un nimero o no (FA,
pag. 166).

La reaccién comin a la primera lectura de estas pala-
bras es preguntarse qué importancia tiene que la estable-
cida definicién no sirva para resolver la cuestién acerca
de Julio César. Con seguridad, no es cosa de poca mon-
ta haber hallado una definicién que sea aplicable a to-
dos los nimeros naturales; si es tambien extensible a
otras cuantas cosas, mejor que mejor. Y dado que sabe-
mos con certeza que Julio César no es un nimero, po-
demos arriesgarnos a apostar con seguridad que una
definicién que tan perfectamente captura a los nameros
genuinos, no va a ser aplicable a él también.

Pero tal despreocupaciébn no nos estid permitida. Para
comprobarlo, considérese un distinto tipo de definicion
que nos hubiera permitido decidir la cuestion de si Julio
César es un namero. Todos estamos familiarizados con
definiciones de la forma «Un ser humano es un animal
racional~, definicién que, en términos de Frege, exhibe
los componentes de un concepto. Alguien podria ofre-
cer una definicién de nimero del mismo estilo, que po-
dria tal vez empezar por «un nGmero es un objeto inma-
terial que...». Fuera lo que fuera lo que se dijese a favor
o en contra de tal definicion, es claro que descartaria a
Julio César como niimero. Porque, siendo un ser huma-
no, Julio César es un animal; y ningin animal es un
objeto inmaterial.

Ahora bien, una definicién de este tipo se enfrentaria
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con una seria objeci6n si resultara aplicable a cosas que
no caen bajo el concepto que pretende definir, Hace lar-
g0 tiempo que se observd que bipedo implumes era una
definicién inadecuada de $umanos, puesto que seglin
esa definicién un pollo desplumado resultaria ser un ser
humano. Es, por tanto, un genuino defecto en la defini-
cion de nimero el hecho de dejar abierta la posibilidad
de que Julio César sea un ntmero, aunque podamos
saber intuitivamente que tal cosa no es una posibilidad
sino un absurdo.

La cuestién es ésta: la definicion sugerida nos da un
procedimiento para acceder a cada miembro de la serie
de nimeros naturales. Por lo aprendido de Leibniz, sa-
bemos que cada ntmero natural es accesible por este
procedimiento. Lo que 7o sabemos es que s6lo los ni-
meros naturales son accesibles mediante él. Esta laguna
de nuestro conocimiento es lo que la invocacién de Ju-
lio César pretende resaltar.

Ademis, aunque sepamos que para cada nimero 7 po-
demos hallar un concepto F tal que 7 pertenezca a él, no
podemos sin embargo mostrar que 7 es el Gnico nimero
que pertenece a F «No podemos», dice Frege, «probar, sir-
viéndonos de las definiciones que hemos propuesto, que si
el nimero a pertenece al concepto Fy el nimero b perte-
nece al mismo concepto, entonces necesariamente a = b,
Una vez mis, la nocién de que dos ntmeros diferentes
puedan pertenecer a un mismo concepto es tan obviamen-
te absurda, que podriamos vemnos tentados a ignorar el
hecho de que nuestra definicién no lo haya prohibido.
Y, nuevamente, esta despreocupacién no nos esti permiti-
da. Lo que pretendemos captar con estas definiciones es
nuestra nocién intuitiva de nmero, nocién que incluye pre-
cisamente el conocimiento de que un concepto sélo puede
tener bajo s 2 un tGnico nimero a un mismo tiempo.

Una buena parte de la aritmética queda fuera del al-
cance de estas definiciones. Hasta que hayamos proba-
do que a cada concepto sdlo le puede pertenecer un
Gnico ndmero, no podemos justificar la expresion «E/
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namero que pertenece al concepto F», y, por tanto, seria
imposible probar una identidad numérica. De aqui que
Frege concluya:

Nuestra definicién de 0 y de 1 es s6lo una ilusién;
en verdad, solamente hemos fijado el sentido de
<] nimero O pertenece a»
<l nGmero 1 pertenece as
pero nada nos autoriza a distinguir el 0 y el 1 como
objetos independientes, reconocibles (FA, pag. 166).

Frege procede ahora a explicar lo que quiere decir al
llamar objeto independiente» 2 un nimero, y como pue-
de ser reconciliado esto con la tesis de que el contenido
de una proposiciébn numérica es una asercién sobre un
concepto.

En la proposicion <l nimero 0 pertenece al concep-
to F», 0 es sOlo una parte del predicado (tomando al
concepto F como el sujeto real). Por esta razon he evi-
tado llamar a un namero, tal como 0 o 1 o 2, propie-
dad de un concepto (FA, pig. 166).

Asi pues, un niimero no es para Frege una propiedad
de una cosa, ni tampoco una propiedad de un concep-
to. Un niimero 7 pertenece a un concepto segin esta
teoria, pero la propiedad del concepto no es el propio
nGmero #, sino mas bien la propiedad de que el nime-
ro n le pertenece a él. Se nos ha dicho ya (FA, pig. 163)
que existencia y unicidad son propiedades de los con-
ceptos. Estas dos propiedades son, por ejemplo, propie-
dades del concepto luna de la Tierra. La terminologia es
un tanto engorrosa: lo que Frege deberia realmente de-
cir es que afirmar la existencia de un objeto, o la unici-
dad de un objeto, es hacer una asercién no sobre un
objeto, sino sobre un concepto. Sin embargo, lo que
quiere decir es en este contexto bastante claro: un con-
cepto tiene la propiedad de la existencia si tiene al me-
nos un objeto que cae bajo él (es decir, si no le perte-
nece el nimero 0); un concepto tiene la propiedad de
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unicidad si, ademis de tener la propiedad de la existen-
cia, tiene a lo sumo un objeto que cae bajo él (es decir,
si le pertenece el namero 1). Pero las propiedades del
concepto no son los nimeros 1 y 0, sino la de tener el
nimero 1, y la de no tener el ntmero 0.

Un nGmero no es, por tanto, una propiedad; pero ;qué
significa decir que es un objeto independiente? Para em-
pezar, Frege procede a aclarar con sumo cuidado lo que
no significa. En primer lugar no significa que los niimeros
sean objetos espaciales, como la Tierra y la Luna. Pero,
como con frecuencia ha insistido Frege, una cosa no tie-
ne que ser espacial para ser objetiva. <De hecho, el na-
mero 4 es exactamente el mismo para quienquiera que se
ocupe de él; pero esto nada tiene que ver con la espacia-
lidad. No todo lo objetivo ocupa un lugar» (FA, pag. 169).
En segundo lugar no significa que podamos tener una
imagen mental de un nGmero. Si pensamos en un campo
verde y reemplazamos luego el wun» por «uno», nada se
aflade a nuestra imagen. Si imaginamos la palabra impre-
sa «©ro» ningin nimero nos viene a la mente; si se nos
pregunta cuintas letras contiene, la respuesta inmediata
es 3, pero con eso no se cambia en nada la imagen. La
cuestion es mis clara con el namero 0. No podemos for-
marnos una imagen de cero estrellas; la imagen de un
cielo nublado no es imagen de ello.

Es desde luego cierto que imigenes de todo tipo cru-
zan por nuestra mente cuando nos ocupamos de aritmé-
tica o calculamos un nimero. Podemos tener imigenes
de puntos en un dado, o de medidas de longitud entre
la Tierra y el Sol. Pero estas imigenes no nos ayudarin
en lo mis minimo a captar la naturaleza de los nameros
pequerfios, o a calcular la distancia entre la Tierra y el
Sol. Ni siquiera podemos tener la imagen de una cosa
tan concreta como la Tierra, tal como sabemos que es,
y hemos de contentarnos con un mero simbolo.

El pensamiento nos hace a menudo traspasar los li-
mites de lo representable sin que nuestros juicios pier-
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dan por ello la base para nuestras inferencias. Incluso
aunque, como parece ser el caso, el hombre no sea
capaz de pensar sin representaciones, su relacién con el
objeto de pensamiento puede sin embargo ser extrinse-
ca, arbitraria y convencional (FA, pig. 168).

En la introduccién a los Fundamentos habfa anuncia-
do Frege tres principios fundamentales que guiaban su
investigacion: separar la logica de la psicologia; no pre-
guntar jamis por el significado de una palabra aislada,
sino sélo en el contexto de una proposicién; y no con-
fundir nunca el concepto con el objeto. Los tres princi-
pios estin presentes en el argumento de que los name-
ros son objetos independientes.

La cuestion que aqui se discute hunde manifiestamen-
te sus raices en la distincion entre concepto y objeto.
Nuestra reticencia a aceptar que los nimeros sean obje-
tos y no conceptos surge, en opinién de Frege, de nues-
tra inclinacién a preguntar por el significado de las pala-
bras aisladas de sus contextos. Esta inclinacién nos lleva
a esperar que el significado de una palabra esté¢ materia-
lizado en una imagen, lo cual es a su vez uno de los
modos de confundir la légica con la psicologia. Si no
podemos hallar la imagen evocada por una palabra ais-
lada, o s6lo nos acuden imagenes irrelevantes, nos sen-
timos prestos a negar que haya en la realidad un objeto
que corresponda a esa palabra.

Mas es preciso dirigir siempre nuestra atencién a la
proposicién completa. S6lo en la proposicion tienen las
palabras realmente un significado. Las imigenes internas
que eventualmente nos acompafian no tienen por qué
corresponder a los elementos logicos del juicio. Basta
con que la proposicion tomada en su totalidad tenga un
sentido; de éste obtienen también las partes su conteni-
do (FA, pag. 168).

Para mostrar, por tanto, que un ndmero es un objeto
independiente, Frege ha de mostrar que los numerales se
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comportan en las proposiciones como nombres propios.
En el lenguaje comin, los numerales aparecen con fre-
cuencia como adjetivos, como en <JUpiter tiene cuatro
lunas». Pero una proposicién de este tipo puede siempre
ser transformada en «El ntmero de las lunas de Japiter
es cuatro~. En su anilisis de la proposicién «El niimero 1
pertenece al concepto luna de la Tierras, Frege ha mos-
trado que un numeral no se comporta como una pala-
bra-concepto. Pero ¢basta esto para mostrar que se trata
de una palabra-objeto, de un nombre?

Decimos «el nimero uno», y Frege sostiene que el ar-
ticulo determinado indica que estamos hablando de un
objeto. 'Y contintia diciendo que un nimero individual
es un objeto independiente porque «constituye sélo una
parte de lo que se esta afirmando- (FA, pig. 166). Pero
esto no es muy convincente: igualmente se podria de-
cir que pertenecer es un objeto porque «pertenece» es
so6lo una parte de lo que se afirma del concepto cuan-
do se le asigna un ntmero. Lo que Frege quiere real-
mente decir es que un nimero es susceptible de ser el
sujeto de un contenido judicable singular (FA, pig. 173,
nota 87). Y esto es verdad: utilizamos proposiciones
tales como «7 es un nimero primo». Pero, dado que
Frege dice con frecuencia que la gramitica ordinaria es
equivoca (como en Japiter tiene 4 lunas»), la tesis de
que los nlmeros son objetos necesita un soporte mas
sélido que el que aportan estos hechos del idioma co-
tidiano.

La caracteristica crucial de un objeto es, segin Frege,
la de ser algo que posee una identidad susceptible de
ser reconocida una y otra vez. De aqui que el argumen-
to de mis peso para defender que los ntimeros son
objetos es que pueden ser el sujeto de ecuaciones, tal
como en 1 + 1 = 2. La ecuaciébn es para Frege un enun-
ciado de identidad: las expresiones que flanquean el sig-
no igual son tomadas como dos nombres de un mismo
objeto. El signo de ecuacion en aritmética es equivalente
al «es» de identidad del lenguaje ordinario, como en <Pa-
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ris es la capital de Francia~. En «l namero de lunas de
Japiter es cuatro», este «es» deberia también ser tomado
como el «es» de identidad, equivalente al signo «=. De
todas las formas de proposiciones, las ecuaciones o iden-
tidades son las mis tipicas de la aritmética. Y, por enci-
ma de todo, el hecho de que los niimeros figuren en las
ecuaciones es lo que, segin Frege, muestra que €stos
son obijetos independientes (FA, pig. 166).

Si los nimeros son objetos independientes, y pueden
figurar en ecuaciones, entonces estas ecuaciones tienen
que ser proposiciones que €xpresen nuestro reconoci-
miento de que un nimero es siempre el mismo name-
ro. Pues, de manera general, si vamos a utilizar el sim-
bolo a para significar un objeto, hemos de tener un
criterio para decidir en todos los casos si b es lo mismo
que a, incluso aunque no siempre nos sea posible apli-
car este criterio. Hemos de disponer, por asi decirlo, de
un criterio de identidad para un objeto dado, sea del
tipo que sea. A fin de establecer un criterio de identidad
para los nimeros, tenemos que definir el sentido de la
proposiciéon

El nimero que pertenece al concepto F es el mismo
que el que pertenece al concepto G.

Deberemos reproducir el contenido de esta proposi-
cién sin utilizar la expresion £l nimero que pertenece
al concepto F», pues esta expresion, con su articulo de-
terminado, asume que ya hemos realizado la tarea de re-
identificar un namero. Solo la acertada ejecucion de tal
tarea nos autorizaria a usar el articulo determinado y a
asignarle un nombre propio.

Pero ¢como proceder? Frege adopta una sugerencia de
Hume: Cuando dos nimeros estin combinados de tal
modo que el uno tiene siempre una unidad en respues-
ta a cada unidad del otro, decimos que son iguales»
(Tratado de la naturaleza humana, 1, iii, D. Y esto po-
dria materializarse definiendo la igualdad numérica (que
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Frege trata como idéntica a la identidad numérica) en
términos de correlacién de uno-a-uno. El ntmero que
pertenece al concepto F es el mismo que el niimero que
pertenece al concepto G si todos los elementos que caen
bajo F pueden ser puestos en correlacién de uno-a-uno
con todos los elementos que caen bajo G Por ejemplo,
el nimero de cuchillos en la mesa es el mismo que el
namero de platos en la mesa si hay un cuchillo a la
derecha de cada plato.

Sobre la base de esta simple idea, Frege propone dar
una definicién de los nimeros individuales que escape
a las objeciones planteadas por otros filésofos a las an-
teriores propuestas. Su idea es definir el concepto de
namero en términos del concepto de identidad numéri-
ca. Y esto tiene toda la apariencia de un procedimiento
retorcido. Lo natural serfa pensar que entendemos lo que
significa do mismo que F si entendemos lo que signifi-
ca «Fy lo que significa do mismo»; asi, entendemos lo
que significa «el mismo libro» porque tenemos un con-
cepto de libro y poseemos un concepto general de la
identidad. Hay seguramente un concepto general de
la identidad, puesto que el concepto se aplica a muchas
otras cosas aparte de los nimeros. ;:No deberiamos es-
perar entender «el mismo ndmero» por aplicacién de
nuestro concepto general de identidad al concepto
de nGmero?

Frege replica que todavia no tenemos un concepto de
namero. Lo que él estd proponiendo es definir miimero»
en términos de una definicién de «... es el mismo ndme-
ro que ...». Para mostrar que éste no es un inapropiado
modo de proceder, Frege nos invita a considerar un con-
cepto diferente, el de la direccién de una linea.

Dos lineas son paralelas entre si si ambas tienen la
misma direccion. Ahora bien, thabria que definir el para-
lelismo en términos de direccién, o deberia ser definida
la direccién en términos de paralelismo? El argumento
presentado sugeriria que el punto de partida apropiado
seria el concepto de direccion: una vez que sepamos
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qué es la direccion, serd facil establecer si dos lineas tie-
nen la misma direccion.

Sin embargo, ;poseemos el concepto de direccion?
Puesto que se trata de un concepto geometrico, presu-
miblemente nos vendrid dado por la intuicion. Pero, pre-
gunta Frege, jtenemos una intuicién de la direccion de
una linea recta? «De una linea recta, ciertamente; pero
¢distinguimos en nuestra intuicién entre esta linea recta
y alguna otra cosa, su direccion?» Por otra parte, no hay
dificultad alguna en evocar la imagen de dos lineas rec-
tas paralelas.

Por tanto, en lugar de definir el paralelismo en térmi-
nos de identidad de direccion, tal vez debiéramos mo-
vernos en la direccién opuesta y decir que da direccion
de la linea a es idéntica a la direccién de la linea b- sig-
nifica lo mismo que da linea a es paralela a la linea b-
Pero de hacerlo asi, .como podemos estar seguros de
que nuestra definicién de identidad de direccién no con-
taminard al concepto de identidad mismo? Este concepto
estd expresado en leyes muy conocidas que, segan Fre-
ge, estin perfectamente resumidas en el famoso dictum
de Leibniz:

Dos cosas son respectivamente iguales si una de ellas
puede ser sustituida por la otra sin pérdida de verdad'.

Podemos defender por tanto nuestra definicién de «di-
reccién» si podemos mostrar que, si la linea a es parale-
la a la linea b, es posible sustituir en todas partes da
direccion de a» por <a direccion de b sin pérdida de
verdad.

Queda sin embargo una dificultad seria. Nuestra defi-
niciébn nos capacita para reconocer la direccion de a

! Es curioso que Frege no aluda aqui a la confusion entre signo y
cosa significada. En cambio, introduce una serie de observaciones,
que son necesarias sblo porque la palabra alemana gleich significa
tanto «semejante» como «dénticos.
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como un objeto, y para volverla a reconocer como el
mismo objeto si se nos presenta en otra forma como la
direccién de b. Pero nuestra definicién no nos capacita
para decidir, por ejemplo, si Inglaterra es lo mismo que
la direccién del eje de la Tierra. La dificultad es aniloga
al problema de decidir si Julio César era o no era un
namero. «Naturalmente», dice Frege, «nadie va a confun-
dir a Inglaterra con la direccion del eje de la Tierra; pero
€so no es nada que debamos agradecer a nuestra defini-
cién de direccions.

Nos sigue faltando aqui un concepto de direccién, tal
como en el anterior caso nos faltaba el concepto de
nidmero. Si tuviéramos tal concepto, podrfamos estable-
cer que la proposicién

La direccién de a es idéntica a g

deberia ser negada si g no fuese una direccién, mientras
que si es una direccion tendrd que ser afirmada o nega-
da de acuerdo con nuestra definicién previa. Pero atn
no estamos en situacion de dar, sin caer en circularidad,
una definicién de lo que va a ser una direccién.

Para resolver estas dificultades, Frege presenta ahora
una propuesta de significacion filosofica considerable.
Observa que si la linea a es paralela a la linea b, enton-
ces la extension del concepto dinea paralela a la linea
a» es idéntica a la extension del concepto dinea paralela
a la linea bv e inversamente, si las extensiones de esos
dos conceptos son idénticas, entonces a es paralela a b,
Asi pues, propone definir la direccion de la linea a
como: la extensién del concepto paralela a la linea a.

Para evaluar esta definicién debemos aclarar primero
qué significado tiene la extensién de un concepto. Frege
dice: «doy por asumido que se sabe lo que es la exten-
sibn de un conceptor. Para los légicos anteriores a Fre-
ge, la extension de un concepto es la totalidad de obje-
tos que caen bajo él: asi, la extension del concepto gato
es el conjunto de todos los gatos, y la extensién del
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concepto luna de Jipiter es el conjunto de las lunas de
Japiter®.

De este modo, cuando Frege dice que la direccion de
la linea a es la extensiéon del concepto paralela a la -
nea a, esta definiendo la direccion de la linea como la
clase de todas las lineas paralelas a ella. No es necesario
detenerse en los méritos de esta definicion, pues en el
texto fregeano es meramente un modo de preparar el
camino para una definicion de nimero que serd asimis-
mo acufiada en términos de la extensién de conceptos.

La nocién de extensiéon de un concepto parece bas-
tante clara cuando el concepto en cuestion corresponde
a un predicado monidico, tal como «.. es un gato~. Pero
en la Conceptografia habia introducido Frege la nocion
de predicados diddicos, tales como «.» estd a la derecha
de «.», O «.» s mis pesado que «.». A estos predicados
diadicos les corresponden conceptos relacionales, y son
estos conceptos los que van a desempefiar un papel cru-
cial en la definicién fregeana de namero. Pero la nocion
de extensién de un concepto relacional demanda alguna
explicacién adicional.

Frege observa que las proposiciones

La Tierra tiene mis masa que la Luna,
El Sol tiene mas masa que la Tierra,

expresan ambas juicios que contienen el concepto rela-
cional tener mds masa que. En cada uno de los juicios,
un par de objetos estan correlacionados entre si por
medio de esta relacion.

Cada par individual de objetos correlacionados se
comporta respecto al concepto de relacion —se podria

2 Si no hay nada que caiga bajo un concepto, ¢significa esto que
el concepto no tiene extension? No necesariamente. Muy poco tiem-
po antes de Frege, Jevons habia introducido la nocién de clase nula
(o vacia): una clase que no tiene miembros. Frege desarrolla esta idea
en su propia obra, como veremos mis adelante.
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decir que a titulo de sujeto— de un modo semejante a
como un objeto individual se comporta respecto al con-
cepto bajo el cual cae. S6lo que aqui el objeto es com-
puesto (FA, pag. 177).

Es decir, habremos de pensar en los pares (Tierra,
Luna), (Sol, Tierra), y similares, como cayendo bajo el
concepto relativo tiene mds masa que del mismo modo
en que los individuos Tim, Pupsi, etc., caen bajo el con-
cepto gato. La extensibn de este concepto relativo serd
por tanto el conjunto de pares ordenados de objetos que
estin ligados por dicha relacion.

Ahora estamos preparados para la introduccién por
parte de Frege de una definicién de nimero aniloga a
su definicion de direccién.

El nimero que pertenece al concepto F es la exten-
sion del concepto muméricamente equivalente al con-
cepto F» (FA, pag. 175).

Frege aclara el significado de esta Gltima expresion:
dos conceptos Fy G son equivalentes numéricamente si
los objetos que caen bajo F pueden ser puestos en co-
rrespondencia biunfvoca con los objetos que caen bajo
G —a la manera en que, al poner una mesa con un cu-
chillo junto a cada plato, los objetos que caen bajo el
concepto cuchillo pueden ser puestos en relacién de
uno-a-uno con los objetos que caen bajo el concepto
Dlato.

Antes de evaluar la definicién de Frege, ilustremos su
significado en un caso simple. El namero que corres-
ponde al concepto evangelista es 4: Hubo cuatro evan-
gelistas, Mateo, Marcos, Lucas y Juan. Hay muchos con-
ceptos que son, en el sentido de Frege, numéricamente
equivalentes al concepto evangelista: por ejemplo, pun-
tos cardinales, palos de la baraja, fuerzas fundamenta-
les. Entonces, segln la definicién de Frege, el ntimero
que pertenece al concepto evangelista es la extension
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del concepto numéricamente equivalente al concepto
evangelista. Puesto que sblo un concepto puede ser
numéricamente equivalente a otro concepto, esta exten-
sién serd una clase de conceptos: la clase de los con-
ceptos que, al igual que los mencionados mds arriba,
son aplicables a cuatro y solamente cuatro objetos. La
definicién fregeana dard como resultado que el namero
cuatro es la clase de todos los conceptos que tienen
—en este sentido— la propiedad de la cuaternidad.
Serd a la vez una clase de conceptos (los que poseen
la propiedad de la cuaternidad) y la extensién de un
concepto de orden superior (el concepto de cuaterni-
dad misma).

A primera vista, esta definicién parece incongruente y
circular. Pero la circularidad es solo aparente, y la ade-
cuacién de la definicién se deja ver mejor derivando de
ella las conocidas propiedades de los nimeros. Para ilus-
trar el sentido de la definicién de Frege utilizamos antes
el nimero cuatro; pero en la definicién misma, y en la
crucial nocién de la igualdad entre conceptos, no se re-
currié6 a namero alguno. Como Frege dice, si un cama-
rero quiere estar seguro de que ha puesto tantos cuchi-
lios como platos, no necesita contar unos y otros; todo
lo que tiene que hacer es asegurarse de que hay exacta-
mente un cuchillo junto a cada plato. La conciencia de
la correlacién biunivoca puede ser anterior a, y no nece-
sita presuponer, la conciencia del nimero de objetos
correlacionados. De aqui que el nimero pueda ser defi-
nido sin circularidad en términos de correlacién biuni-
voca.

La correlacién biunivoca es ahora formalmente defini-
da en dos etapas. En primer lugar esta la definicion de
correlacién:

Si todo objeto que cae bajo el concepto F estd en la
relaciéon @ con un objeto que cae bajo el concepto G,
y si cada objeto que cae bajo G estd en la relacion @
con un objeto que cae bajo F entonces los objetos que
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caen bajo Fy G estin mutuamente correlacionados por
la relacién @ (FA, pag. 178).

Por ejemplo, si todo marido estd casado con alguna
esposa, y toda esposa esti casada con alglin marido,
entonces maridos y esposas estan correlacionados por el
matrimonio.

Esta definicién nos da la correlacién, pero no la co-
rrelacién biunivoca. La proposicién acabada de enunciar
es tan verdadera en una sociedad poligama o polidn-
drica como en una mon6gama; y desde luego es sélo
en una sociedad monbégama donde maridos y esposas
estan correlacionados biunivocamente, de suerte que el
nimero de maridos es el mismo que el nGmero de es-
posas.

Para pasar de la correlacién sin mis a la correlaciéon
biunivoca o de uno-a-uno, tenemos que afiadir dos nue-
vas proposiciones.

Si d esti en la relacibn @ con a, v si d estd en la
relacién @ con e, entonces sean lo que fueren d, a vy e,
a es lo mismo que e.

Si d estd en la relacién ® con 4, y si b estd en la
relacion @ con 4, entonces sean lo que fueren d, b y
a, d es lo mismo que b (FA, pag. 179).

Hemos definido asi la correlacién de uno-a-uno en
términos puramente légicos, sin utilizar ningfin concepto
extraido de la aritmética. Con la definicién que establece
que un concepto F es numéricamente equivalente a un
concepto G si hay una relacion que correlaciona biuni-
vocamente a los objetos que caen bajo F con los obje-
tos que caen bajo G, tenemos todo lo necesario para la
siguiente definicion:

El niimero que pertenece al concepto F es la exten-
sion del concepto numéricamente equivalente al con-

cepto E
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No hay, por tanto, nada circular en la definicion de
nimero que Frege ofrece ahora triunfalmente:

n es un ndmero
significa lo mismo que la expresion

existe un concepto tal que 7 es el nimero que
pertenece a ese concepto.

Antes de proceder a definir los ntimeros individuales
solo le resta a Frege mostrar que el nimero que perte-
nece al concepto F es idéntico al nimero que pertenece
al concepto G si el concepto F es numéricamente equi-
valente al concepto G. Esto, que suena a tautologia,
necesita de hecho una prueba; pero la prueba, aunque
un tanto complicada, no plantea dificultades (FA, sec-
cién 73).

Una vez dada la definicién general de nimero como
un conjunto de conceptos numéricamente equivalentes,
puede proceder Frege a definir los nameros individuales
mediante la seleccion del apropiado concepto que espe-
cifique cada conjunto. Como hemos visto antes, el na-
mero cuatro podria ser definido, segin el modelo de
Frege, como el conjunto de conceptos que son numeri-
camente equivalentes al concepto evangelista. Ciertamen-
te, cualquier otro concepto que comprenda bajo si a
cuatro objetos serviria igualmente: puesto que si dos
conceptos cualesquiera son numéricamente equivalentes
2 un tercero, son numéricamente equivalentes entre si
(Dada la especial definicién fregeana de numéricamente
equivalente~, esto no es una tautologia, sino que requie-
te ser probado; sin embargo, su prueba no presenta di-
ficultad alguna (FA, pags. 179-80). Pero un concepto
como el de evangelista seria inatil para el proposito de
Frege de reducir la aritmética a la l6gica; porque no es
parte de la logica el hecho de que hubiera cuatro y sblo
cuatro redactores del evangelio. Por otra parte, no hay
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garantia alguna de poder hallar un concepto empirico
que sea adecuado para la serie infinita de los nlimeros
naturales.

Lo que Frege hace es desarrollar el programa leibni-
ziano de definir todos los nGmeros naturales en términos
de 0, 1 e incremento en uno. Y comienza por definir al
cero. Podria haberlo definido, por ejemplo, como el con-
junto de conceptos iguales al concepto wunicornio. Por-
que, puesto que no hay unicornios, la clase de los uni-
cornios tiene cero miembros. Pero una vez mas, Frege
busca una definiciébn que envuelva solamente términos
tomados de la logica. Y define al cero como sigue:

0 es el nimero que pertenece al concepto o igual
a si mismo- (FA, pag. 181).

Puesto que toda cosa es idéntica a si misma, no hay
nada que caiga bajo el concepto »o idéntico a si mismo.
Y puesto que esto es una verdad analitica que conoce-
mos a priori, Frege puede hacer uso de ella para dar una
definicibn puramente 16gica del cero.

Dos objeciones se imponen por si mismas a esta defi-
nicién. En primer lugar, cuando decimos o hay objetos
que no sean idénticos a si mismos», ;acaso el mo» que
utilizamos no es ya simplemente un sindénimo de cero, y
por tanto la definicién es circular? (cfr. FA, pag. 165).
Y en segundo lugar, ;no es la nocién de no-ser-idéntico-
a-si-mismo autocontradictoria y por tanto absurda?

Ambas objeciones son facilmente refutables. Respecto
a la primera, podemos reescribir nuestra proposicion de
este modo:

Sea x lo que fuere, no es el caso que x no sea idén-

tica a si misma.
En esta reformulacién no hay nada que se parezca a
un sinénimo de 0» En cuanto a la segunda, nada prohi-
be utilizar conceptos autocontradictorios, mientras no
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caigamos en el engafio de pensar que algo cae bajo
ellos.

Pero lo que la légica y el rigor de una prueba exi-
gen es que un concepto tenga los limites perfectamen-
te definidos, de suerte que para todo objeto pueda de-
cirse si cae o no bajo el concepto en cuestién. Este
requisito lo cumplen enteramente los conceptos que,
como 0o idéntico a si mismos contienen una contra-
diccién; cualquiera que sea el objeto elegido, sabemos
que no cae bajo ningGn concepto de este tipo (FA,
pags. 181-182).

Por la definicién fregeana de nGmero en general, si 0
es el nimero que pertenece al concepto no idéntico a si
mismo, entonces 0 es el conjunto de conceptos que son
numéricamente equivalentes a ese concepto. Tendremos
que mostrar que todo concepto bajo el cual no cae nin-
glin objeto es numéricamente equivalente a cualquier
otro concepto que tampoco tenga objetos bajo si. Pero
¢«como puede realizarse esta tarea cuando la equivalen-
cia numérica ha sido definida en términos de correlacion
biunivoca de objetos que caen bajo los conceptos?

Examinemos mas detenidamente la definicién de co-
rrelacién, que puede ser expuesta como sigue:

Hay una relacién @ tal que:

(1) Sea lo que sea x, si x cae bajo F entonces esti
en la relacion @ con algin G.

(2) Sea lo que sea y, si y cae bajo G entonces esti
en la relaciéon @ con algin E

Frege dice que el condicional si» de este contexto ha
de ser entendido en el sentido veritativo-funcional en
que fue introducido en la Conceptografia; esto es, Si p
entonces g» serd tomada como verdadera supuesto sola-
mente que no se dé el caso de que p sea verdadera y g
falsa. Puesto que, en el caso que nos ocupa, sea lo que
sea el objeto x, ese objeto no cae bajo F y sea lo que
sea y, tampoco y cae bajo G, tanto (1) como (2) en la
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anterior definicién de correlacion resultarin ser verdade-
ras, y lo serin con independencia de la relacién que
introduzcamos en el lugar de la variable ®. Las proposi-
ciones que haya que afiadir para convertir la correlacién
en una correlacion biunivoca resultarin igualmente ver-
daderas de la misma vacua manera. De lo cual se sigue
que si ningiin objeto cae bajo F y ninglin objeto cae
bajo G, entonces los conceptos Fy G son numéricamen-
te equivalentes. Tampoco es dificil mostrar que cualquier
concepto que englobe bajo si a algin objeto no es nu-
méricamente equivalente a ninglin concepto que no en-
globe bajo si a ningiin objeto. De acuerdo con esto, la
definicién de cero es perfectamente correcta.

Para pasar de cero a 1, Frege tiene que definir prime-
ro la relacién que hay entre los miembros adyacentes de
la serie numérica. Y procede a definir -« es un inmedia-
to sucesor de m» asi:

Hay un concepto F y un objeto x que cae bajo é€l,
tal que el nimero que pertenece al concepto Fes ny
el nimero que pertenece al concepto «cae bajo F pero
no es idéntico a x» es m (FA, pag. 183).

El alcance de esta definicion puede ser elucidado uti-
lizando nuevamente un ejemplo no légico. Tomemos el
concepto de Monarquia Tudor. Por la historia de Ingla-
terra sabemos que el nimero que pertenece a este con-
cepto es 5. Hay, por asi decirlo, cinco objetos que caen
bajo él. Tomemos uno de tales objetos: el Rey Enri-
que VIII. El nGmero que pertenece al concepto Monar-
ca Tudor no idéntico a Enrique VIIl es 4. Y 5 es cierta-
mente el inmediato sucesor de 4 en la serie de los na-
meros. Pero, una vez mis, nuestro ejemplo de concepto
F es initil para el propésito de Frege, puesto que estd
extraido de la historia y no de la logica.

En su lugar, Frege toma el concepto idéntico a cero.
Hay un, y solamente un, objeto que cae bajo este con-
cepto, a saber el cero. Ahora bien, ;cuil es el nimero
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de cosas que caen bajo tal concepto pero no son idén-
ticas a cero? ;Cudl es, por decirlo de alguna manera, el
nGmero que pertenece al concepto idéntico a cero pero
no idéntico a cero? Obviamente, ese nimero €s cero.

Si ahora definimos a 1 como el nimero que pertenece
al concepto idéntico a cero tenemos lo siguiente.

Hay un concepto, idéntico a cero, y un objeto que
cae bajo él, cero, tal que el nimero que corresponde
al concepto idéntico a cero es 1, y el nimero que co-
rresponde al concepto idéntico a cero pero no idéntico
a cero es 0.

Por la definicién de ssucesor esto significa que 1 su-
cede inmediatamente a 0O en la serie numérica. (Son ne-
cesarios unos cuantos pasos adicionales para mostrar que
es solamente el 1 el que sigue inmediatamente al 0, de
suerte que podemos hablar de 1 como el sucesor de 0.)

En efecto, Frege define a los nimeros de la manera
siguiente:

0 es el nimero que pertenece al concepto no idénti-
co a si mismo,

1 es el namero que pertenece al concepto idéntico a
cero,

2 es el namero que pertenece al concepto idéntico a
Ooal,

3 es el nimero que pertenece al concepto idéntico a
O aloa?

En orden a mostrar que este patrén o modelo puede ser
repetido para generar la infinita serie numérica, Frege ha de
probar que cada nimero en la serie de los nameros natu-
rales tiene otro que le sucede, y por tanto que la serie de
nameros es infinita. A este fin utiliza la definicién de la
relacién ancestral que habia dado en la Conceptografia.

Dada una relaciébn @, podemos definir otra relacion
como
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» sigue inmediatamente a x en la serie ®

x precede inmediatamente a y en la serie ®

Podemos, por ejemplo, definir las nociones de descen-
diente'y antepasado en términos de la relacién de padre.

El procedimiento de Frege para dar tal definicién dis-
curre asi. Primeramente define la nocién de propiedad
hereditaria: una propiedad es hereditaria en la serie ®
cuando, para cualquier 4, si la propiedad pertenece a 4,
entonces pertenece a todo d que esté en la relacién @
con él. La humanidad, por ejemplo, es hereditaria en la
serie padre-hijo: todo hijo de un humano es a su vez un
humano. En segundo lugar dice Frege que y sigue inme-
diatamente a x en la serie @, supuesto que y tenga la
propiedad hereditaria @ que tiene x. Si volvemos a to-
mar la relaciébn ® como la relacién de padre a hijo,
podemos decir que los descendientes de Addn son to-
dos aquellos que tienen todas las propiedades heredita-
rias que cada hijo de Adan posee.

Para hacer uso de la relacién ancestral en la generacién
de la serie de nmeros, hemos de tomar la relaciéon @
como la relacién, ya definida, que un ntmero mantiene
con otro cuando lo sigue inmediatamente. En este caso,
la serie @ serd la serie de los nameros naturales. Pode-
mos decir que « sigue inmediatamente a x en la serie de
nimeros naturales» significa lo mismo que « tiene todas
aquellas propiedades que corresponden a cualquier inme-
diato sucesor de x y que son hereditarias en la serie de
los nimeros naturales-. El sucesor inmediato de un name-
ro serd, por asi decirlo, el hijo de ese namero; los otros
nimeros que lo siguen en la serie de nGmeros naturales
serian algo asi como sus descendientes.

Frege introduce ahora el concepto de ser un miembro
de la serie de niimeros naturales que termina en n; a cae
bajo este concepto si n es idéntico a a4 o sigue a a en
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la serie de nGmeros naturales. Puede ser probado —y
Frege ofrece un bosquejo de la prueba— que el nime-
1o que pertenece a ese concepto sigue inmediatamente
a n en la serie de nimeros naturales. Para cualquier #n
habr3, por tanto, un ntmero que lo siga inmediatamente
en la serie, y por ello la serie no tiene fin.

El procedimiento que Frege sigue es ahora conocido
habitualmente por el nombre de «nduccién matematica-.
La induccién matemitica consta de una base de induc-
cién y un paso inductivo. En el sistema de Frege, la base
de la induccién es suministrada por el nimero cero. Ya
ha sido mostrado que el nimero de la serie de nimeros
naturales que termina en cero sigue inmediatamente a
cero en la serie de nimeros naturales; porque uno es el
nGmero que pertenece a la serie de nimeros naturales
que termina en cero.

El paso inductivo es como sigue.

Si a es el sucesor inmediato de d, y si es verdadero
que el nimero que pertenece al concepto miembro de
la serie de niimeros naturales que termina en d es el
sucesor inmediato de d, entonces es igualmente verda-
dero de a que el nimero que pertenece al concepto
miembro de la serie de niimeros naturales que termina
en a es el sucesor inmediato de a.

Es este paso el que nos permite movernos sin inte-
rrupcién en la serie de nimeros naturales que empieza
por cero, desde cada n# a n + 1. Pero aGn tenemos que
probar que ningtin objeto que es miembro de la serie de
nimeros naturales que empieza por cero puede seguirse
a si mismo en esa serie. Aunque Frege no lo hace, pue-
de ser mostrado a partir de las definiciones que éste es
el caso.

Ahora define Frege el concepto «2 es un nimero fini-
to» como equivalente a «n es un miembro de la serie de
nimeros naturales que empieza por O». Con esta defini-
cién puede concluir que ninglin namero finito se sigue
a si mismo en la serie de ntmeros naturales.

Y esto, a su vez, le permite definir los niimeros infini-
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tos. El niimero que corresponde al concepto nmero fi-
nito es, como George Cantor habia mostrado, un name-
ro infinito, simbolizado comtnmente por alef-cero, X,.
Segtn la definicion de Frege, decir que el ntmero que
corresponde al concepto F es alef-cero significa que exis-
te una relacién que correlaciona biunivocamente los ob-
jetos que caen bajo el concepto F con los nameros fini-
tos. El sentido de esto es claro, y ello es suficiente para
justificar el uso del simbolo alef-cero y para asegurarle
un significado. Alef-cero es por tanto un namero que se
sigue a si mismo en la serie de nameros naturales.

En la conclusién de los Fundamentos, Frege espera
haber demostrado la probabilidad de que las leyes de la
aritmética sean no solamente a prioti sino también anali-
ticas. La aritmética se torna en una extension de la 16gi-
ca, y todo teorema de la aritmética resulta ser una ley
logica. La aritmética no es una ciencia fisica; las leyes del
namero no son leyes de la naturaleza. En el mundo fisi-
co de la naturaleza no hay conceptos, ni propiedades de
conceptos, ni nimeros. Las leyes de la aritmética pueden
ser llamadas leyes de leyes de la naturaleza; pues afir-
man conexiones entre juicios, y algunos juicios son le-
yes de la naturaleza.

Kant subestimé la fertilidad de los juicios analiticos,
nos dice Frege, porque restringi® su consideracién a los
juicios universales afirmativos, y consider6 al tipo de
anilisis que tales juicios envuelven como una simple re-
solucién de un concepto en sus componentes caracte-
risticos. Mas la definicién en términos de componentes,
afirma Frege, es la forma de definicibn menos fructife-
ra; pues define el alcance de un concepto (tal como
<humano») en términos de otros conceptos existentes
(tales como «racional» y «<animal»). Los diferentes tipos de
definicién que Frege ha ofrecido en los Fundamentos
trazan lineas de demarcacién donde previamente no se
habia establecido absolutamente ninguna. De lo cual se
sigue que nuestro conocimiento puede ser genuinamen-
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te ampliado mediante las proposiciones analiticas. Las
verdades que demostramos estin contenidas en
las definiciones, no a la manera manifiesta de las vigas
en una casa, sino como las plantas lo estin en las se-
millas.

Tal vez resulte sorprendente que Frege se contente
con reivindicar una mera probabilidad para la tesis de
que la aritmética es derivada de la lgica. Sin duda algu-
na, una prueba como la que él ofrece deberia acarrear
consigo la seguridad de que llegaria a imponerse; en
caso contrario, tendrfa que derrumbarse juntamente con
el objetivo de su autor. Pero Frege no se esta limitando
a ser inapropiadamente modesto, sino llamando la aten-
cion sobre la naturaleza informal de las pruebas en los
Fundamentos, en las que un examen mas detenido po-
dria descubrir el recurso ticito a ciertas premisas no 16-
gicas en algan punto de la argumentacion. Las pruebas
de Frege no son mis solidas desde el punto de vista
légico de lo que lo eran las pruebas que ofrecian los
matematicos de su tiempo.

El matematico se contenta con que cada paso que
conduzca a un nuevo juicio se imponga por la eviden-
cia, sin preguntarse si es logica o intuitiva la naturaleza
de esta evidencia. Pero, con frecuencia, tal paso es un
acto complejo equivalente a varias inferencias simples,
entre las cuales puede atn deslizarse algin elemento
intuitivo. Tal como las conocemos, en las pruebas se
avanza por saltos (FA, pag. 194).

Para suprimir tales saltos, las pruebas de Frege ten-
drian que haber sido dadas en el simbolismo de su
Conceptografia, que es un calculo disefiado para avan-
zar en un reducido nimero de pasos canonicos, al ob-
jeto de impedir que alguna premisa pueda ser introdu-
cida inadvertidamente en una prueba. Pero las rigurosas
demostraciones de este tipo suelen resultar tediosas al
lector no especializado al que los Fundamentos van
dirigidos. :
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Al final de la obra, Frege pasa a considerar muy bre-
vemente otros tipos de ntimeros distintos de los natura-
les: negativos, fraccionarios, irracionales y complejos. La
mayor parte de su atencion estd dedicada a criticar lo
que él llama la explicacioén formalista» de esos nimeros.
El blanco de sus ataques se dirige contra la suposicion
de que un concepto sea considerado libre de contradic-
Cién si no se contradice a si mismo. La ausencia de con-
tradiccibn en un concepto no constituye, en todo caso,
garantia alguna de que un objeto caiga bajo ese concep-
to. La verdad es lo contrario: el Gnico modo de probar
que un concepto esta libre de contradiccién es aducir
algo que caiga bajo él. Es un craso error, mantiene Fre-
ge, pensar que el matemitico puede simplemente pro-
ducir postulados y asumir que son satisfechos por algo.
Un matematico no es un dios que pueda crear cosas a
voluntad; es mis bien como un geégrafo que sélo pue-
de descubrir lo que ya hay y darle un nombre.

La equivocacién del formalista estd en confundir con-
ceptos y objetos.

Nada nos impide utilizar el concepto «raiz cuadrada
de -1»; pero no estamos autorizados para hacerlo pre-
ceder, sin mds, del articulo determinado y considerar a
la expresion da raiz cuadrada de -1 como plena de
sentido (FA, pag. 198).

Todo lo que tenemos que hacer con los nimeros
complejos e irracionales es lo que hicimos con los na-
meros naturales.

Todo se reduce a buscar un contenido de un juicio
que pueda ser transformado en una identidad cuyos
miembros sean precisamente los nimeros buscados. En
otras palabras: es preciso establecer el sentido de un jui-
cio de reconocimiento para tales niimeros (FA, pag. 203).

De hacerlo asi, estos nuevos nimeros serin para no-
sotros, al igual que los nimeros naturales, las extensio-
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nes de los conceptos, dejando de ser con ello mis mis-
teriosos que los enteros positivos.

Frege concluye su obra diciendo que su concepcién
del nimero explica el particular atractivo de la matema-
tica. El estudio de la matemitica ilustra el sentido en el
cual puede decirse que el objeto propio de la razéon es
la razén misma. No hay nada mis objetivo que las leyes
de la aritmética, y sin embargo:

En la aritmética nos ocupamos de objetos que no nos
son conocidos a través de los sentidos como algo aje-
no, exterior, sino que son dados inmediatamente a la
razén, la cual puede penetrarlos plenamente como lo
que le es mas propio (FA, pag. 203).
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CariTuLO VI

Funcién, concepto y objeto

Los fundamentos de la aritmética aparecieron en 1884.
A partir de ese afio, Frege no publicd casi nada durante
el resto de la década, salvo una conferencia, «Sobre
teorias formales de la Aritmética». Esta conferencia estd
principalmente dedicada a desarrollar la critica del forma-
lismo que aparece en las secciones finales de los Fun-
damentos.

Dos diferentes tipos de teorias, dice Frege, pueden ser
denominados formales»: uno de ellos es bueno, el otro
malo. El tipo bueno de teoria formal de la aritmética es
la propia teoria de Frege de que la aritmética es deriva-
ble de la légica. El tipo malo de teoria formal es la que
mantiene que los signos para nimeros tales como «1/2»
O «» NO son mas que signos vacios.

Nadie, dice Frege, podria realmente poner en practica
la teoria formalista. El mero hecho de llamar «signos» a
los numerales indica ya que esos signos significan algo.
Un formalista impenitente los llamaria formas». Si nos
tomamos en serio la aseveracién de que «1/2» no desig-
na nada, entonces ese signo se reduce a una simple
mancha de tinta o un trazo de tiza que tiene varias pro-
piedades fisicas y quimicas. .Coémo es posible entonces
que pueda tener la propiedad de que sumado a si mis-
mo produzca 1?7 ;Diremos que esta propiedad le ha sido
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dada por definicién? Una definicién sirve para conectar
un sentido con una palabra: pero se suponia que este
signo era vacio, y que por tanto carecia de contenido.
Es cierto que a nosotros corresponde dar significado a
un signo, y que por ello las propiedades que el conteni-
do de un signo haya de tener dependen en parte de la
voluntad humana. Pero esas propiedades son propieda-
des del contenido, no del signo en si, y por tanto, de
acuerdo con los formalistas, no serin propiedades del
nimero. Lo que nosotros no podemos hacer es dar por
definicion propiedades a las cosas.

Con la misma facilidad pudiera antojirsele a uno acu-
sar a su convecino de mentiroso por el mero recurso a
una definicién. La prueba de su acusacién le seria en-
tonces muy ficil de llevar a cabo; le bastaria con decir:
Esto se sigue inmediatamente de mi definicién. Pues la
consecuencia se seguiria, en efecto, con el mismo ri-
gor con el que se sigue de la definicion: «este trazo de
tiza tiene la propiedad de dar 1 cuando se suma a si
mismo» que dicho trazo, al ser adicionado a si mismo,
da 1 (KS [pag. 106]".

Ninguna definicién, dird mais adelante Frege, puede
adornar una cosa con propiedades que antes no tuviera
ya —aparte de la propiedad Gnica de significar algo.

Segin la teoria formalista no nos estaria permitido
decir que 1/2 = 3/6. Porque si ambas expresiones son
meramente formas, una y otra no tienen la misma, sino
muy diferentes formas. Sin duda, si esas expresiones son
tomadas como signos de contenidos, la ecuacién estable-
ce que los dos signos tienen el mismo contenido. Pero
si no hay ningln contenido, la ecuaciéon no tiene el
menor sentido.

* Para el criterio de paginacién de los ensayos de semantica trata-
dos en este capitulo, véase la primera nota de la pégina de abrevia-
turas en las referencias a las obras de Frege que figura al principio
de este libro [N. del TJ.
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La conferencia sobre teorias formales afiade realmente
poco a lo que ya se habia dicho en los Fundamentos.
Pero a principios de la década de 1990 public6 Frege
tres articulos en los que exponia las tesis centrales de su
metafisica y de su filosofia del lenguaje explicitando lo
que estaba latente y clarificando lo que habia quedado
confuso en sus obras anteriores.

El primero de ellos es «Funcién y Concepto» (1891). La
nocién de funcién fue utilizada en la Conceptografia,
pero la explicacién dada alli era, como hemos visto en
el capitulo 2, poco clara e inconsistente. La palabra es
raramente usada en los Fundamentos. son los conceptos,
no las funciones, los que tienen un papel crucial en la
definicién de nGmero. En Funcién y Conceptor reline
Frege las dos nociones: ahora resulta que un concepto
es un tipo especial de funcién.

La nocién de funcién estid tomada de la matemitica, en
particular del analisis. Pero, advierte Frege, si se le pre-
gunta a un matemdtico por el significado de una funcién
es probable que se obtenga una respuesta insatisfac-
toria. «Una funcién de x es una expresidn que contiene a
x, una férmula que contiene la letra x. Asi, por ejemplo,
2 x 2% + 2» seria una funcién de 2. Segln Frege, tal res-
puesta es inadecuada, pues confunde forma y contenido,
signo y cosa significada: tiene el defecto que, como acaba-
mos de ver, ya denuncié en los formalistas (FC, pag. 216).
Pero igualmente hemos visto que cuando por primera vez
introdujo Frege la nocién de funcién en la Conceprogra-
Jfia, lo hizo también de tal manera que la funcién apare-
cia mis bien como una expresion de un tipo particular
que como expresioén de lo que ese tipo significaba. Posi-
blemente Frege se estd mostrando prudentemente autocri-
tico cuando dice que la confusiébn entre significante y sig-
nificado es un error «que se encuentra con frecuencia en
escritos matemiticos incluso de autores notables».

Lo esencial no es la expresién, sino su significado o
contenido; no, por ejemplo, la expresién «2 x 2% + 2, sino
lo que ella significa. Bien, sy qué significa? Lo mismo
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que el signo «10». Una ecuacién tal como «2 x 2% + 2 = 10
significa que el complejo de signos de la derecha tiene
el mismo significado que el complejo de signos de la iz-
quierda. (Aqui, al igual que en los Fundamentos, Frege
mantiene que una ecuacién establece una identidad, no
una mera semejanza o igualdad; una diferencia de signi-
ficante no puede ser nunca fundamento suficiente para
una diferencia de significado.) Las diferentes expresiones
que aparecen en los distintos lados de una ecuacion
verdadera, corresponden a diferentes nociones y aspec-
tos, pero no a diferentes objetos.

Si una funcién, tal como Frege la entiende ahora,
no es una expresién ni parte de una expresion, ;ten-
dremos que decir entonces que la funcién es lo que
la expresion significa? Dicho asi, tampoco esto seria
correcto, pues una expresion como «2(3% + 3)» estd
simplemente representando a un nimero. Por lo tanto,
si una funcién fuera a ser solamente lo que una ex-
presion matematica significa, se limitaria a ser justa-
mente un ndmero; y asi, como dice Frege, con la in-
troduccion de funciones snada nuevo se habria ganado
para la aritmética». La expresion 2x* + % es mds el tipo
de cosa que la gente tiene en mente cuando piensa
en una funcién; pero esa expresién no designa una
funcién, sino que indica mis bien un nimero indeter-
minadamente, a la manera en que lo hace la «» mis-
ma (FC, pag. 218).

Sin embargo, la gente llama a veces argumento de la
funcién a la «» en expresiones de este tipo, lo cual nos
muestra el camino para comprender la nocién de fun-
cién. En las expresiones

2x12+1
2% 4%+ 4
2+5+5

podemos reconocer la misma funcién repitiéndose una y
otra vez, aunque con diferentes argumentos, a saber 1, 4
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y 5. La funcién es el contenido que es comiin a estas
expresiones. Tal funcién puede ser representada por
2( )? + ( », esto es, lo que queda de 2x* + x cuando
se eliminan las «»'.

El argumento no es una parte de la funcién, sino que
mas bien se combina con la funcién para constituir un
todo completo. Una expresién matematica se escinde en
dos partes, un signo para un argumento y una expresion
para una funcién. La funcién es en si misma algo incom-
pleto, «nsaturado» como dice Frege, y asi difiere funda-
mentalmente del nimero, que, como insistentemente vie-
ne repitiendo desde los Fundamentos, es un objeto
independiente. La incompletud de la funcién subyacente
del parrafo anterior estid indicada por la presencia de
vacios en la expresion de las funciones. Podemos ir aqui
a0n mis lejos que Frege y llamar 4uncién lingtiistica» a
una expresion hueca de este tipo, ya que en la Concep-
tografia habia mostrado que las proposiciones, al igual
que lo que las proposiciones significan, pueden ser divi-
didas en argumento y funcién. A lo largo de su vida
utiliz6 Frege el término «nsaturado» para describir tanto
las funciones como los signos de funcién®.

Una vez presentadas las nociones de funcién y argu-
mento, se introduce ahora la nocién de valor. Los mate-

! Estoy adaptando aqui el texto de Frege para hacerlo consistente
con su actual tesis de que una funcién es un asunto no de signos
sino de cosas significadas. Lo que Frege dice de hecho es: da parti-
cular esencia de la funcion esta contenida en el elemento comin de
esas expresiones», donde ese elemento comin serfa algo lingtistico.
Asi como, en la Conceptografia, pasaba a veces Frege a hablar de
funciones no lingtisticas cuando oficialmente lo estaba haciendo de
funciones lingiiisticas, asi también aqui pasa a hablar de funciones lin-
gliisticas cuando estd hablando de funciones no lingiiisticas (véase an-
teriormente pag. 43, nota 5).

% Asi, por ejemplo, en su articulo de 1904 «;Qué es una funcion?
escribe: «el simbolo de una funcién esta “insaturado”, requiere ser
complementado con un numeral... A esta peculiaridad del simbolo de
funcién, que hemos llamado la de insaturacién, corresponde natural-
mente algo en las funciones mismas- (QF, pags. 257-259).
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maticos, observa Frege, dicen a veces que cuando dos
variables x e y estin correlacionadas por una ley, enton-
ces y es una funcién de x. Pero éste es un modo poco
feliz de expresarse. Seria mejor decir que y es el valor de
una cierta funcién para x como argumento. Frege llama
«€l valor de una funcién para un argumento» al resultado
de completar la funcién con el argumento en cuestién.
Asi, por ejemplo, 3 es el valor de la funcién 2x* + x para
el argumento 1, puesto que tenemos 2 x 1% + 1 = 3,

El valor de una funcién matemdtica, al igual que su
argumento, es siempre un nimero; el valor de la funcién
es el nimero que esti representado por la expresion
entera. De modo paralelo, y de acuerdo con la teorfa de
las funciones lingiiisticas dada en la Conceptografia, el
valor de una expresioén funcional para un numeral dado
como argumento serd un nombre o designacion de un
namero. El paralelismo entre significante y significado es
exacto.

Podemos representar los valores de una funcién para
diferentes argumentos dibujando un grifico. La ecuacién
< = x* — 42 corresponde a una paribola, en la que co-
mianmente se dice que «x» indica el valor de la abscisa,
o variable independiente, y que «p» indica el valor de la
ordenada, o variable dependiente. Frege modifica esta
terminologfa y dice que «x indica el argumento, e «»
indica el valor de la funcién.

En este punto introduce Frege una nueva e importan-
te nocién: la de curso de valores de una funcién. Si com-
paramos la funcién %% - 4x con la funcién x (x — 4), des-
cubrimos que ambas tienen siempre el mismo valor para
€l mismo argumento; la misma linea del grifico corres-
ponde a las dos funciones. En general, y con indepen-
dencia de lo que x pueda ser,

¥ — 4x = x (x — 4).

Segin Frege, cuando esto sucede, los cursos de valo-
res de las dos funciones son idénticos. En esta ecuacion
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no hemos escrito una funcién igual a la otra, sino sélo
asumido que los valores son iguales entre si. Y si, de
este modo, entendemos que esta igualdad ha de ser
vilida para cualquier argumento con el que sustituya-
mos a.x, entonces estaremos expresando con ello la ge-
neralidad de una igualdad. Pero, para esto, también po-
demos decir: «l curso de valores de la funcién x(x —4)
es idéntico al de la funcién »* — 42, y asi tenemos una
identidad entre cursos de valores (FC, [pags. 9-10D.

En este dificil pasaje, Frege esti comparando y contras-
tando tres proposiciones diferentes, aunque relacionadas.
La primera es:

La funcién x (x — 4) es la misma funcién que »* — 4x.

Frege dice que esta proposicién no es verdadera. No
podemos decir que las dos funciones son idénticas, pese
a que, para el mismo argumento, cada funcion arroja
siempre el mismo valor que la otra.

La segunda es:

Sea lo que sea x, & — 4x = x (x — 4.

Esta proposicion, como dice Frege, afirma que una
cierta ecuacién es vilida universalmente, pues establece
que x tiene una cierta propiedad (cae bajo un cierto
concepto) con independencia del valor numérico que x
pueda tomar. Dentro del dominio de la matematica, esta
ecuacion generalizada no presupone mis tipos de enti-
dades que objetos (nimeros) y sus propiedades.

Y la tercera es:

Las dos funciones, x (x — 4) y & — 4x,
tienen un curso de valores idéntico.

Esta afirmacién aumenta el contenido de la segunda
proposicién, pues introduce un nuevo elemento metafi-
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sico, el curso de valores, que, al igual que un ntmero,
es para Frege un objeto independiente. En apoyo de este
Gltimo paso, Frege se limita a decir:

La posibilidad de considerar a la generalidad de una
igualdad entre valores de funciones como una identidad
entre cursos de valores es, a mi juicio, indemostrable:
debe ser tomada como una ley fundamental de logica
(FC, [pag. 10D.

La introduccién de una nueva notacién, que incluye
letras griegas, obedece a la necesidad de distinguir entre
la identidad de dos cursos de valores y la generalizacién
de la ecuacién entre los valores de una funcién. Esta
Gltima se expresaria normalmente, en la modemna nota-
cibn equivalente a la de Frege, por

) (& - 4x = x (x — 4)
La primera es expresada en lenguaje fregeano como:
£ (& - 4e) = aloa - 4)

No puede decirse que Frege aclare aqui demasiado
qué tipo de entidad es un curso de valores. Supdéngase
que tomamos la funcién y = 2x. Si, como dice Frege, el
curso de valores de esta funcion va a ser comparado con
la curva de un grifico, entonces deberfamos esperar que
fuese un conjunto de pares ordenados, asi

PO =
S

etcétera.

Este conjunto de pares es el que serd geométricamen-
te representado por un grifico en el cual cada uno de
los primeros miembros del par aparece como abscisa y
cada uno de los segundos miembros aparece como or-
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denada. Dos funciones que sean representables por las
mismas curvas en un grifico tendran el mismo curso de
valores.

En si mismo, no hay en esto nada problematico ni
controvertido. Como interpretacion de Frege, sin embar-
go, plantea problemas; pues, como mis adelante vere-
mos, sus Gltimos escritos sugieren una explicacion mas
bien diferente® de los cursos de valores. Lo mas contro-
vertido en la introduccién de este concepto es la insis-
tencia de Frege en que el curso de valores, al igual que
el namero, es un objeto independiente. Mas tarde com-
probaremos que con esta insistencia estd acumulando di-
ficultades contra si mismo.

Asi como una variable x indica, segan Frege, de ma-
nera indeterminada un ndmero, asi también podemos
indicar indeterminadamente una funcién, por ejemplo
mediante las letras «f o «5. Ordinariamente se suele es-
cribir ks, 0 «F(x), en donde «x hace las veces de ar-
gumento. Pero lo que realmente indica la funcién y ex-
presa su naturaleza insaturada es el hecho de que una
letra como «f arrastra consigo un par de paréntesis en
cuyo interior hay un hueco®.

Frege observa que los matemiticos estin extendiendo
constantemente el significado de la palabra funcién», tan-
to cuando introducen nuevas operaciones para construir
funciones como cuando introducen nuevos posibles ar-

3 La comparacion entre el curso de valores y un gréfico vuelve a
aparecer en la seccién 36 de los Grundgesetze der Arithmetik aun-
que aqui se la utiliza para diferentes prop6sitos.

4 En sus exposiciones informales, Frege recurri6 mis tarde al uso
de consonantes minisculas griegas, tales como £, para indicar el
hueco en una funcion lingiiistica insaturada, a diferencia de la x ita-
lica, que indica indeterminadamente el argumento de una funcién
saturada.
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gumentos y valores para las funciones, por ejemplo, na-
meros complejos.

El uso que hace el propio Frege de la nocién de <fun-
cién» envuelve una nueva, y mucho mis fundamental,
extension de esa nocién. En la Conceptografia (C, pagi-
na 28) habia realizado ya una extensién de este con-
cepto al introducir, ademas de los signos «» y «», que
sirven para construir expresiones funcionales en matema-
tica, verbos tales como «maté» o «es mis liviano que». En
este nuevo contexto efecta una transicién mas sutil des-
de un uso matematico a un uso universal, recurriendo a
verbos que son simbolos matemiticos como «=», «<» 0 .
Consideremos, pues, la funcién &% = 1.

La primera cuestién que aqui surge es la de los valo-
res de esta funcion para diferentes argumentos. Si aho-
ra reemplazamos sucesivamente a x por —1, 0, 1, 2 ob-

tenemos:
1D? =1,
0% =1,
12 =1,
2% =1.

De estas igualdades, la primera y la tercera son ver-
daderas, las otras falsas. De esta manera digo: «el valor
de nuestra funcién es un valor de verdad-. Y distingo
el valor de verdad de lo verdadero del de lo falso. Para
abreviar, al primero lo llamo lo Verdadero, al segundo
lo Falso (FC, [pag. 13D.

En el caso de la matemitica, la expresién funcional,
completada con un simbolo para el argumento, se torna
en una expresibn que tiene por significado el valor de
la funcién para ese argumento. Si vamos a tratar &% = 1
como una funcién, entonces «12 = 1» serd una expresion
cuyo significado es el valor de esa funcién para el argu-
mento 1. Lo cual es, segin la prozpuesta de Frege, el
valor de verdad Verdadero. Asi «1° = 1» significara lo
Verdadero del mismo modo que «2% significa 4.
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Por otra parte, una ecuacidn es verdadera en matemati-
cas si los simbolos que flanquean el signo «=» se refieren al
mismo objeto (esto es, al mismo nimero). Puesto que en
el sistema ampliado de Frege las dos expresiones 3 2> 2» y
S < 7» significan ambas lo Verdadero, tenemos una ecua-
cién vilida de la forma:

Gz22=06=s7D

La pagina de <«Funcién y Concepto» que acabamos de
comentar contiene un caudal extraordinariamente rico de
originales y fecundas ideas filosoficas que habrian de ser
desarrolladas en muiltiples e influyentes vias no sélo por
el propio Frege, sino también por muchos otros filésofos.
Pero también hay que decir que este pasaje es al mismo
tiempo un paradigma de negligencia filoséfica. El lector
espera con ansiedad una explicaciéon de lo que el autor
entiende por valor de verdad. Es dificil reprimir el senti-
miento instintivo de que el signo de igualdad tiene su
lugar propio solamente entre numerales, o todo lo mais
entre nombres, y que no cabe darle este nuevo y ex-
traordinario sentido mediante un simple fiat. Pero la
Gnica justificacién que el lector recibe es que la amplia-
cibn de la nocién de funcién es necesaria si hay que
mostrar que la aritmética es un desarrollo de la logica
(FC, [pag. 15D. Hasta el presente, sin embargo, no se da
explicacién alguna sobre la naturaleza de la nocién de
valor de verdad, ni nada se hace para paliar la incon-
gruencia de utilizar signos de ecuacién para ligar propo-
siciones completas.

En lugar de ello, Frege pone en boca del lector una
objecion bastante diferente. Se supone que el lector ob-
jeta, no precisamente la idea de asociar las proposicio-
nes con signos de igualdad, sino la posibilidad de que
dos proposiciones diferentes sean asociadas al mismo
signo de igualdad; «3 = 2» y «5 < 7» expresan pensamien-
tos diferentes, ;,como pueden entonces ser conjuntadas
para formar una ecuacidén verdadera?
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En su respuesta, Frege introduce su famosa distincion
entre el sentido y la referencia de una expresién. Supén-
gase que se nos pregunta: ;Significa «2 X 2» lo mismo que
«12/3» Tal vez no sepamos como responder. Por una
parte, quiza nos sintamos inclinados a decir que el sen-
tido es diferente, puesto que las dos expresiones estin
construidas de modo diferente con elementos diferentes
y representan operaciones diferentes sobre niimeros di-
ferentes. Por otra parte, tal vez nos gustase decir que el
sentido de las dos expresiones es el mismo, a saber, el
namero 4. En orden a satisfacer las dos consideraciones,
Frege propone que digamos que las expresiones tienen
sentidos diferentes, pero la misma referencia. De aqui en
adelante, ante una pregunta sobre el sentido de una ex-
presion, tendremos que dilucidar primero si la cuestiéon
se refiere al sentido o a la referencia; y la respuesta
puede ser diferente en uno y otro caso’.

Dos proposiciones diferentes pueden expresar un mis-
mo pensamiento, por ejemplo, dos proposiciones en len-
guajes distintos que son una perfecta traduccién la una
de la otra. Del mismo modo, en circunstancias diferen-
tes, una misma proposicién puede expresar dos pensa-
mientos distintos. Una proposicion tal como «Yo estoy
hambriento» puede ser verdadera en boca de una perso-
na y falsa en la de otra; lo cual muestra que dos pensa-
mientos diferentes estin siendo expresados con la mis-
ma proposicién (Grundgesetze der Arithmetik, pag. 14).
Frege dice que esto ocurre porque el pronombre «Yo»
tiene una referencia distinta en cada caso. Aunque, en
general, el hecho de que dos enunciados expresen el
mismo pensamiento depende no de la referencia sino
del sentido.

3 Para indicar lo que (siguiendo a muchos otros autores) he lla-
mado «referencia, Frege utiliza la misma palabra alemana que de ma-
nera bastante general utilizaba antes de 1891 para ssignificado» o «sig-
nificacién-. El pensamiento fregeano puede ser mis claramente
expuesto si se usa una palabra distinta, y si sentido y referencia son
tratados como dos diferentes tipos de significado.
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Ahora bien, 2% y «2 + 2» tienen la misma referencia,
pero diferentes sentidos y, de acuerdo con ello, las pro-
posiciones «2* = 4y 2 + 2 = 4» expresan pensamientos
diferentes. El sentido de una proposicion es el pensa-
miento que es su contenido, y éste a su vez esti deter-
minado por los sentidos de las partes constitutivas de la
proposicion. La referencia de una proposicion es su va-
lor de verdad: la referencia de todas las proposiciones
verdaderas es lo Verdadero, y la referencia de todas las
proposiciones falsas es lo Falso. De nuevo volvemos a
encontrarnos aqui con una innovacion filosofica espec-
tacular y, hasta el momento, seguimos esperando en
vano una justificacion adecuada.

En el presente contexto, Frege se muestra mas ansio-
so por desarrollar que por justificar sus tesis filosoficas.
De la identidad de referencia, continga el autor, no se
sigue en general la identidad de pensamiento.

Si decimos +a Estrella de la Tarde es un planeta cuyo
periodo de revolucion es menor que el de la Tierra», el
pensamiento que eXpresamos €s distinto al de la pro-
posicién a Estrella de la Mafiana es un planeta cuyo
periodo de revolucion es menor que el de la Tierrax
pues quien no supiera que la Estrella de la Mafiana es
la Estrella de la Tarde podria tener a una por verdade-
ray a la otra por falsa (FC, [pag. 14D.

Dos proposiciones cuyas respectivas partes tienen en
una y otra la misma referencia no expresan necesaria-
mente el mismo pensamiento; e igualmente dos propo-
siciones que son verdaderas (y, por tanto, tienen segan
Frege la misma referencia) no expresan necesariamente
el mismo pensamiento.

Sin embargo, el que una ecuacion sea verdadera no
depende del sentido de las expresiones que flanquean al
signo de igualdad, sino de sus referencias. Asi «2°=2+2»
es una ecuacion correcta, puesto que la referencia de
cada una de las expresiones a uno y oo lado del signo
de igualdad es la misma, a saber, el namero 4. Y simi-
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larmente ocurre cuando adscribimos a las proposiciones
valores veritativos que son sus referencias, d.a Estrella de
la Tarde es un planeta = La Estrella de |a Mafiana es un
planeta- serd una ecuacién correcta. Las dos proposicio-
nes, dice Frege, tienen que tener la misma referencia,
pues solo hemos intercambiado en ellas las palabras
“Estrella de la Tarde” y “Estrella de la Mafiana”, que tie-
nen la misma referencia, es decir, son nombres propios
del mismo cuerpo celestes,

En Los fundamentos de la aritmética habia hablado
Frege no de funciones sino de conceptos. Aqui procede
a reunir las dos nociones. El valor de la funcién 2 = 1
es siempre uno de los dos valores veritativos, Para el
argumento —1, su valor es lo Verdadero; lo cual puede
ser expresado diciendo que —1 cae bajo el concepto raiz
cuadrada de 1. Asi pues, un concepto es susceptible de
ser exhibido como un cierto tipo de funcién: una fun-
cibn cuyo valor es siempre un valor veritativo. De este
modo cualquier predicado, formado por la supresién de
un nombre propio en una proposicién, expresard un
concepto; lo cual no es aplicable sin embargo a una
expresion funcional como da capital de ..», puesto que
el valor de la correspondiente funcién para un argumen-
to apropiado —por ejemplo, Francia— no seri un valor
veritativo, sino una ciudad, por ejemplo, Paris (FC, [pa-
gina 18)).

Si dos funciones tienen siempre los mismos valores
para los mismos argumentos, entonces tienen el mismo
curso de valores. Esto es vilido tanto para las funciones
que son conceptos como para las otras funciones. Fsta-
mos ahora en situacién de definir la extension de un
concepto como su curso de valores. Tal como dice Fre-
ge, podemos llamar extension al curso de valores de una
funcién cuyo valor para todo argumento es un valor ve-
ritativo.

La nocién de extensién aqui presentada parece diferir
bastante de la introducida en los Fundamentos. La no-
cién de extension fue presentada alli sin explicacién al-
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guna, y habfa que asumir que se trataba de la nocion
utilizada por los 16gicos anteriores a Frege, segin la cual
la extension de un concepto estd dada por los objetos
que caen bajo ese concepto: asi, la extensién del con-
cepto caballo setia todos los caballos que existen®. Se-
gin la nueva nocioén, tal como la hemos interpretado
anteriormente en este capitulo, la extensién del concep-
to seria una serie de pares, siendo uno de los miembros
de cada par un valor veritativo y el otro miembro un
objeto. Los objetos que son de hecho caballos estarian
emparejados con lo Verdadero, y los objetos que no son
caballos estarian emparejados con lo Falso, de suerte que
la extension del concepto discurriria asi:

Bucéfalo: lo Verdadero,
Alejandro:  lo Falso,
Babieca: lo Verdadero,
Julio César: lo Falso,

vy

etcétera. Dado que el nimero del nimero de objetos en
el universo es constante, la extensiéon de cada concepto
serd del mismo tamafio; las extensiones de conceptos di-
ferentes, si realmente difieren, diferira solamente en el
modo de emparejarlos.

Una clara ventaja de esta nocién de extension sobre
la nocion tradicional, reside en que ésta proporciona una
extension a cada concepto. En la explicacion tradicional
era dificil ver como conceptos tales como unicornio o
no idéntico a si mismo podian tener extensién en abso-
luto, puesto que no hay objetos que caigan bajo tales

6 O quizi el conjunto de todos los caballos. Pero la diferencia es
muy ligera, puesto que los l6gicos anteriores a Frege pensaban que un
conjunto venia dado por la enumeracion de sus miembros. En cual-
quier caso, incluso en los Fundamenios, Frege atribuye extension a los
conceptos vacios, con lo cual se libra de las confusiones de sus pre-
decesores (vedse la pag. 117 mds arriba).

147



conceptos. Pero en la explicacion sugerida por la com-
paracion entre un curso de valores y la curva de un gra-
fico, la extensién de tales conceptos es exactamente el
mismo tipo de cosa que la extensién de cualquier con-
cepto ordinario; la Gnica diferencia estriba en que cada
par en esta extension tendrd como segundo elemento a
lo Falso.

Habiéndose concentrado hasta el momento en «Fun-
cién y Conceptor en ejemplos matematicos, Frege pasa
ahora a considerar proposiciones de todos los tipos, tal
como hizo en la Conceptografia.

La proposicién «César conquist6 la Galia» puede ser
dividida en «César» y «conquisté la Galia». La segunda
parte es insaturada, contiene un lugar vacio, y sélo
cuando este lugar sea ocupado por un nombre propio,
O por una expresién que reemplace a un nombre pro-
pio, aparece un sentido completo (FC, [pag. 17D.

Pero en lugar de utilizar la palabra <funcién» para de-
notar la parte insaturada de la proposicién, tal como hizo
en la Conceptografia, Frege dice ahora: dlamo también
“Funcién” al significado de esta parte insaturada». Y no
da como argumento «César», sino César.

Por tanto, los argumentos de funciones no son ahora
nombres, sino objetos. Los niimeros no son los Gnicos
objetos susceptibles de figurar como argumentos de fun-
ciones; igualmente pueden aparecer personas, ciudades,
valores veritativos, cursos de valores de las funciones, ex-
tensiones de conceptos y objetos de todo tipo. ;Qué es
entonces un objeto? Frege considera que por su extrema
simplicidad la nocién no admite ser analizada. Sélo se
puede decir brevemente: objeto es todo lo que no es
una funcién, de manera que su expresidn no contiene
ningln lugar vacio» (FC, pig. 226).

Una vez ampliado el posible rango de argumentos,
necesitamos definir nuestros anteriores signos de funcién
para nuevos posibles contextos. Fl rigor cientifico exige,
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dice Frege, que nos guardemos de utilizar un signo al
que le falte algin significado; asi pues, tenemos que
definir al signo «nds» no solo para su aplicacion entre
enteros, sino también para objetos de cualquier tipo.

Es por tanto necesario producir especificaciones para
saber, por ejemplo, a qué va a referirse

O +1

si O se refiere al Sol. Es indiferente como ocurran estas
especificaciones; pero es esencial que se hagan, que
«a + b tenga siempre una referencia sean cuales sean
los simbolos de los objetos determinados que puedan
ser insertados en los lugares de «@ y de «b (FC, [pagi-
nas 19-20D.

Esto satisface la exigencia de Frege de que todo con-
cepto ha de estar nitidamente delimitado: para todo ob-
jeto, tiene que ser determinable si el objeto en cuestion
cae o no cae bajo el concepto.

A continuacién introduce Frege el signo de asercion,
el signo para la negacién, y el cuantificador universal,
especificando la manera de utilizar estos signos para ex-
presar generalizaciones y proposiciones existenciales. En
general se atiene a las lineas de exposicion adoptadas en
la Conceptografia, pero con la diferencia de que las re-
glas son establecidas ahora en términos de la teoria de
que la referencia de una proposicion es un valor verita-
tivo. Asi, en lugar de decir que el cuantificador universal
en (x) ® (%) significa que la funcion es un hecho sea
cual sea el argumento que podamos tomar, ahora dice
que el signo «(x) @ (x)» representa lo Verdadero cuando
la funcion @ (x) tiene como valor lo Verdadero para
todo argumento. El sentido del signo de asercion es aqui
el de afirmar que lo que le sigue designa lo Verdadero.

Las funciones de segundo nivel (que corresponden a
lo que Frege llamé «conceptos de segundo orden» en los
Fundamentos) son introducidas en «Funcion y Concepto
de la siguiente manera. La expresion e (x)—flx» puede
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ser considerada como expresién de una funcién cuyo ar-
gumento es la funcién indicada por «f. Una proposicién
que establezca que hay cisnes negros adscribe la propie-
dad de existencia (o mis estrictamente, la de estar instan-
ciada) al concepto cisne negro; puesto que un concepto
es una funcién, tenemos aqui una funcién (... es un cisne
negro) que aparece como argumento de una funcién de
segundo nivel (tiene un objeto que cae bajo ella).

Asi como las funciones son fundamentalmente dife-
rentes de los objetos, asi también las funciones cuyos
argumentos son y deben ser funciones son fundamen-
talmente distintas de las funciones Cuyos argumentos
son objetos y no pueden ser ninguna otra cosa (FC,
[pags. 26-7D.

Frege procede ahora, tal como ha venido haciendo
desde la Conceprografia, a introducir funciones de primer
nivel con dos argumentos, tales como o2 + 32 y 2% + 12 = 9,
A diferencia del primero, el segundo de estos ejemplos
es una funcién cuyo valor es siempre un valor veritativo.
A las funciones de primer nivel de este tipo que contie-
nen dos argumentos las llama Frege relaciones.

De acuerdo con esto, tenemos ahora que distinguir
también en las funciones de segundo nivel entre aqué-
llas cuyo argumento es una funcién de un argumento, y
aquéllas que toman como argumento a funciones de dos
argumentos. Las propiedades de las relaciones son fun-
ciones de segundo nivel que toman como argumento a
funciones de dos argumentos.

Por ejemplo, una relacién es simétrica cuando siempre
que una cosa guarda esta relacién con otra, esa otra cosa
guarda también esta misma relacién con la primera. (Las
relaciones esposo/a de y gemelo/a de son simétricas; las
relaciones marido de 'y tio de no 1o son.) En simbolos:

x) 0 (Fx,) — F (,x0)).

En esta férmula, la letra «/ indica el argumento, y los
dos lugares, separados por coma dentro de los parénte-
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sis que siguen a «B, sirven para mostrar que «f repre-
senta una funcién con dos argumentos. La simetria es asi
una funcion de segundo nivel de funciones de primer
nivel con dos argumentos.

El reconocimiento de funciones de segundo nivel, dice
Frege, representa un paso culminante en el progreso de
una sofisticacién creciente de la aritmética. Al principio,
la gente calculaba con nimeros individuales; luego pa-
saron a letras algebraicas; mis tarde reconocieron funcio-
nes de primer nivel e introdujeron variables funcionales;
finalmente hemos llegado a las funciones de segundo
nivel.

Cabria pensar que este proceso podria continuar.
Pero probablemente este Gltimo paso no es ya tan rico
en consecuencias como los anteriores; porque, como se
mostrard en otro lugar, en lugar de funciones de segun-
do nivel, es posible recurrir en ulteriores pasos a fun-
ciones de primer nivel (FC, [pig. 31D.

Estas palabras son el anuncio del proyecto, a realizar
en los Grundgesetze der Arithmetik, de utilizar cursos de
valores, en lugar de conceptos, como los elementos fun-
damentales en la construccion de la aritmética.

El articulo «Concepto y Objeto» de 1892 toma como
punto de partida una controversia entre Frege y el mate-
matico que habia recensionado Los fundamentos de la
aritmética. El principal punto de discusion gira en torno
a la cuestion de si uno y un mismo elemento podria ser
a la vez concepto y objeto. Frege lo habia negado enfa-
ticamente; su recensor habia dicho que semejante situa-
ciébn no era mis extrafia que el hecho de que una per-
sona sea a la vez padre e hijo. Frege replico:

;Adoptemos este simil! Si hubiera o haya habido se-
res que fueran padres pero no pudieran ser hijos, es evi-
dente que tales seres pertenecerian a una especie
distinta por completo a la de todos los hombres, que
son hijos. Algo semejante acontece aqui (CO, [pag. 193D).

151



La aplicacién del simil no es inmediatamente obvia. En
el desarrollo del argumento parece que Frege ests, por
el momento, concediendo que tal vez los conceptos
puedan ser también objetos, aunque rechazando entera-
mente la idea de que los objetos puedan ser también
conceptos. Bajo esta interpretacion, los conceptos serian
los anilogos de los seres humanos, y los objetos serian
como los padres que no pudieran ser hijos. En la analo-
gia, ser un hijo es ser predicativo.

«El conceptos, dice Frege, «es predicativor. Lo cual esti
de acuerdo con su doctrina de los Fundamentos y de
<Funcién y Conceptor. En todos los escritos fregeanos
hasta aqui considerados hay una neta relacién especial
entre un concepto y un predicado; pero la naturaleza
exacta de esa relacion no ha sido atn aclarada. ;Es un
concepto idéntico a un predicado? (Es el sentido del
predicado? ¢Es su referencia? Se supone que la amplia
explicacién que Frege ofrece en «Concepto y Objeto
arroja luz sobre sus anteriores escritos y nos ayuda a res-
ponder cuestiones como ésta. De hecho, este articulo
plantea mis cuestiones de las que responde.

Volvamos a Los fundamentos de la aritmética, La no-
ta 87 de esta obra dice:

Un concepto es para mi un posible predicado de un
contenido judicable singular; un objeto es un posible
sujeto del mismo. Si en la proposicién <La direccion del
eje del telescopio es idéntica a la direccién del eje de
la tierra» tomamos la direccién del eje del telescopio
como sujeto, entonces el predicado es «idéntica a la di-
reccion del eje de la tierra.. Esto es un concepto (FA,

pag. 173).

Esta nota no es ficil de interpretar. La manera mais
natural de considerar a un predicado es tomarlo como
una pieza del lenguaje, y el recurso a las comillas para
introducir su instancia de un predicado parece confirmar
que ésta es la interpretacién del propio Frege. Sin em-
bargo, en sus anteriores obras, Frege utiliza las comillas
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para indicar tanto el significado de los predicados como
los predicados mismos, incluso en pasajes en los que
claramente estd distinguiendo entre los signos y lo que
los signos significan’. En el presente pasaje, un predica-
do es un elemento de un contenido judicable, y el am-
bito propio de éste no es el del significante, sino el de
lo significado. Seguramente Frege no esta tomando aqui
al concepto como una pieza de lenguaje, sino mas bien
como algo que de alguna manera subyace tras el len-
guaje.

En «Concepto y objeto- admite Frege que la redaccion
de la nota de los Fundamentos inducia a confusion. Sin
embargo, su retractacién le afiade oscuridad:

Cuando escribi mis Fundamentos de la aritmética,
atin no habia hecho la distincion entre sentido y refe-
rencia; v asi, lo que ahora designo de manera distintiva
con las palabras «pensamientor y «alor veritativos, lo
combinaba entonces en la expresion «contenido judica-
ble» (CO, Ipag. 198).

Dos cosas resultan chocantes en este pasaje. En pri-
mer lugar, la confusién en los Fundamentos parecia es-
tar referida a la diferencia entre un signo y su significa-
do; aqui en cambio la confusion es identificada con la
distincién entre sentido y referencia, formas ambas que
estan relacionadas con el significado. En segundo lugar,
la distincién entre pensamiento y valor veritativo concier-
ne al significado de un enunciado completo; mientras
que el punto en vias de dlarificacion concierne al signi-
ficado de un predicado (gramaticaD.

Frege continfia ahora exponiendo su concepcion, que,
segin afirma, en lo esencial sigue siendo la misma. Y lo
hace en los siguientes términos:

7 En el curso de mi exposicion me he atenido a la convencidén que
el propio Frege introdujo en «Concepto y Objeto- de utilizar letras
italicas para el concepto y reservar las comillas para los elementos
lingtifsticos.
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En resumen, y tomando ssujetos y «predicado- en
sentido lingiiistico, podemos decir: un concepto es la
referencia de un predicado; un objeto es lo que nun-
ca puede ser la referencia completa de un predicado,
pero puede ser la referencia de un sujeto (CO, Ipagi-
na 198)).

Este es un pasaje importante. En «Funcién y concepto»
no habfa quedado claro si un concepto era el sentido o
la referencia de un predicado. Por una parte, Frege dice
que una funcién es aquello que esti representado por
la parte insaturada de una proposicién, usando el verbo
apropiado para la referencia (FC, pag. 225). Por otra,
también dice que un simbolo de funcién expresa una
funcién, y éste es el verbo que comtinmente usa, tanto
€n sus primeros como en sus Gltimos escritos, para sig-
nificar la relacion entre un signo y su sentido®. En cuan-
to a la referencia de un predicado, el curso de valores
de un concepto podria haberse presentado como mejor
candidato que el concepto mismo para ser tal referencia.
Sin embargo, aqui en «Concepto y objeto, y en varios
pasajes posteriores, Frege es bastante explicito afirman-
do que el concepto es la referencia, no el sentido, del
predicado.

Si un concepto es la referencia de un predicado, po-
demos preguntarnos: ¢cuil es entonces el sentido del
predicado? Algunos pasajes de Frege dan la impresi6n
de que no hay respuesta a esta cuestién y que un pre-
dicado no tiene sentido. Pero de ser asi, ¢qué objeto
tiene hacer una distincién entre sentido y referencia en
el caso de un predicado? Solamente en algunos escritos
inéditos aparece una clara respuesta a esta cuestién: asi
como un predicado es la parte insaturada de una pro-
posicion, asi también el sentido de un predicado es la

8 Véase, mas explicitamente, Grundgesetze der Arithmetik, pag. 7:
Digo ademais que lo que un nombre expresa es su sentido, y lo que
representa es su referencia.»
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parte insaturada del pensamiento que es el sentido de
la proposicién’.

Sin embargo, Frege estd aqui principalmente interesa-
do no en determinar el sentido y la referencia de los
predicados, sino en contrastar los predicados con los
nombres propios. Un nombre propio, nos dice, no es
susceptible de ser utilizado como predicado gramatical.

Para ilustrar este punto podemos considerar estas dos
proposiciones:

(1) Charlotte Bronté era escritora de libros,
(2) Charlotte Bronté era Currer Bell.

A primera vista parece que <«€ra Currer Bell» es un
predicado equiparable al de «era escritora de libros», lo
cual proporciona un contraejemplo a la tesis de que un
nombre propio no puede ser usado como predicado.
Pero tras esto, dice Frege, se oculta una errénea inter-
pretacién del verbo «ser.

En el primer ejemplo, «era- es simplemente una cbpu-
la, una marca de predicacion: esto es claro por el hecho
de que (1) es sinénimo de

(3) Charlotte Bronté escribi6 libros.

Esta es una proposicion que establece que Charlotte
Bronté cae bajo el concepto escribio libros, y donde la
copula ha desaparecido totalmente. En cambio, el verbo
<ser» funciona en (2) como marca de una ecuacion o
identidad, exactamente como el signo «=-. Asi (2) es si-
nénimo de

9 Esto estd mis claramente expuesto en el articulo escrito en 1906
Jntroduccién a la légica y publicado péstumamente. Tras afirmar que
las proposiciones expresan pensamientos, y que las proposiciones,
ademds de partes completas (nombres propios), tienen también par-
tes insaturadas, continfia diciendo: A la parte insaturada del pensa-
miento la concebimos también como un sentido: el sentido de la
parte de la proposicion que es distinta del nombre propio» (NS, pa-
gina 209).
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(4) Charlotte Bronté = Currer Bell.

Esta es una proposicion que adscribe dos nombres
propios diferentes a una y la misma persona. Obsérvese
que (3) y (9 son proposiciones de tipos muy diferentes:
una ecuacion es reversible, mientras que un objeto que
cae bajo un concepto es una relacién irreversible.

El nombre, o pseudénimo, «Currer Bell» no figura
como un predicado en (2) o en (4); es s6lo una parte
del predicado. Lo cual puede quedar clarificado si rees-
cribimos (2) como

(5) Charlotte Bronté no era otra que Currer Bell,

donde «no era otra que Currer Bell» representa para Fre-
8€ un concepto, un concepto que tiene bajo si solamen-
te un objeto.

Como criterio general para distinguir entre conceptos
y objetos, Frege indica el hecho de que el articulo de-
terminado singular indica siempre un objeto, mientras
que el articulo indeterminado acompafia a la palabra-
concepto. El alemin y el espafiol son lo suficientemente
similares para que este criterio no sea ni més ni menos
plausible en una lengua que en otra.

Frege afirma que dificilmente se pueden encontrar
excepciones a la tesis sobre el articulo determinado. Pro-
posiciones como «Un hombre esti sentado en el cuarto
de estar» o Schopenhauer compré un perro» son para
Frege contra-ejemplos s6lo aparentes. Cada una de las
proposiciones nos dice que hay algin objeto que cae
bajo un concepto, en la primera el concepto hombre sen-
tado en el cuarto de estar, y en la segunda, el concepto
Dberro comprado por Schopenbauer. En uno y otro casos,
la palabra acompafiada por el articulo indeterminado se
torna en uno de los componentes del concepto.

Respecto al articulo determinado singular, la Gnica
excepcion que Frege reconoce es el caso en donde un
término singular puede ser considerado como represen-
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tante de un plural. Y considera dos casos. En «El Turco
siti6 2 Viena» afirma que «El Turco- es obviamente el
nombre propio de un pueblo, mientras que «El caballo
es un animal de cuatro patas- expresa un juicio univer-
sal que sostiene que todos los caballos son animales de
cuatro patas.

Las palabras «odo-, «cada», «no», «algunos, asi como la
palabra «n, se asocian gramaticalmente con palabras-
concepto, no con nombres propios. Pero en proposicio-
nes como

(6) Todos los mamiferos son habitantes terrestres

lo que realmente estamos haciendo es expresar relacio-
nes entre conceptos. Segan esto, las anteriores palabras
estan asociadas no con las palabras-concepto particula-
res que inmediatamente las siguen, sino con la proposi-
cién considerada como un todo. Esto es, por supuesto,
lo que acontece si reemplazamos €sas palabras del len-
guaje ordinario por la notacién cuantificacional de la
Conceptografia.

El lenguaje comin produce la impresion de que <o~
dos los mamiferos- es el sujeto logico de una proposi-
cién como (6). Esta impresion es bastante ilusoria, como
puede comprobarse facilmente al considerar la negacion.
Si Todos los mamiferos- fuera el sujeto de (6), entonces
su negacion seria

(7) Todos los mamiferos no son habitantes terrestres

en lugar de ser, como obviamente es,

(8 No todos los mamiferos son habitantes terrestres.
Al igual que las palabras de cuantificacion mas arriba

enumeradas, las expresiones como «Hay un..» o «Existe

un..» se asocian con conceptos, no con objetos. Todas
ellas son expresiones que no pueden ir ligadas con sen-
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tido a nombres de objetos. ‘Hay Julio César» no es para
Frege ni verdadera ni falsa, sino que carece de sentido;
y ninguna proposicién bien formada podria contener
expresiones como «odo Julio César o «<lgln Julio César-.
Si en una proposicién genuina, una de estas expresiones
cuantificacionales figura asociada con lo que parece ser
un nombre propio, podemos estar seguros de que lo
que realmente tenemos ante los 0jos es una palabra-con-
cepto disimulada. Este es el tratamiento que Frege da a
proposiciones como <Trieste no es ninguna Viena- y «Hay
solamente una Viena» en cada una de estas instancias,
<Viena» estd siendo usada como una palabra-concepto,
equivalente quizi a «ciudad como Viena».
Los criterios de Frege para distinguir entre conceptos
y objetos son esencialmente criterios gramaticales para
distinguir las expresiones-concepto de las palabras-obje-
to. A la objecién de que las reglas légicas no pueden
estar basadas en distinciones lingtiisticas, Frege replica
que las reglas logicas no pueden ser establecidas sin re-
currir a la comprensién del lenguaje natural, y que lo
que aqui estd ofreciendo no son definiciones formales,
sino sélo claves que ayuden a clarificar Ia comprension.
Ningiin lenguaje formal podria sustituir al lenguaje ordi-
nario en la comunicacién de este entendimiento; pues
solo la persona que pudiera ya distinguir en el lenguaje
ordinario entre nombres y predicados seria capaz de tras-
ladar correctamente tal distincién a un lenguaje formal.
La tesis principal de «Concepto y objeto» es que entre
conceptos y objetos hay un abismo infranqueable de tal
naturaleza que lo que puede decirse con sentido del uno
no puede ser dicho con sentido del otro. Los objetos
caen bajo los conceptos; los conceptos no pueden ha-
cerlo. Una vez establecida esta verdad, Frege procede a
acumular objeciones a ella y a responderlas una por una.
() Los conceptos pueden seguramente tener propie-
dades: y tener una propiedad es caer bajo un concepto.
Frege afirm6 ciertamente en Ios Jundamentos de la
aritmética, y vuelve a repetirlo aqui, que los conceptos

158



tienen propiedades, y que los conceptos mantienen rela-
ciones con otros conceptos. Tales casos se dividen en
dos diferentes grupos.

() Un concepto de primer nivel puede estar subor-
dinado a otro concepto de primer nivel. Asi, el concep-
to mamifero esti subordinado al concepto animal; y
animal es un componente del concepto mamifero, pero
no es una propiedad de él. Sin embargo, tanto animal
como mamifero son propiedades de, digamos, El perro
de Schopenhauer, La reina de Saba; es decir, La reina de
Saba cae bajo los dos conceptos (CO, pig. 246).

(b) Un concepto de primer nivel puede caer bajo un
concepto de segundo nivel. Asi un concepto puede tener
propiedades tales como poseer instancias, o tener cuatro
objetos que caen bajo él. Por ejemplo, la proposicién

El concepto raiz cuadrada de 4 esti instanciado

atribuye al concepto en cuestién la propiedad de instan-
ciacién, lo cual es lo mismo que decir que cae bajo un
concepto instanciado de segundo nivel. A propésito de
esto dice Frege:

La relacién de un objeto respecto a un concepto de
primer nivel bajo el cual cae, es distinta de la relacién,
ciertamente semejante, de un concepto de primer nivel
respecto a un concepto de segundo nivel. Para hacer
justicia a la diferencia y a la semejanza, tal vez se po-
dria decir que un objeto cae bgjo un concepto de pri-
mer nivel y que un concepto cae en un concepto de
segundo nivel (CO, pag. 246).

(i) Frege habia aducido como criterio gramatical para
distinguir el objeto del concepto, que un articulo deter-
minado precediendo a una expresion era una segura in-
dicacion de que esa expresion designaba un objeto, no
un concepto. Si aceptamos este criterio, nos veremos en
apuros para interpretar la proposicion siguiente:
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(9) El concepto caballo es un concepto facilmente
alcanzable-

Puesto que la expresion «l concepto caballo comien-
za con un articulo determinado, deber4, segln el criterio
de Frege, referirse a un objeto. Por otra parte, desde el
punto de vista de su contenido, se refiere con seguridad
a un concepto. Por tanto, el criterio para distinguir con-
cepto y objeto se viene abajo.

La respuesta de Frege a este problema es rotunda.
Aborda el primer cuerno del dilema reconociendo que las
tres palabras «l concepto caballo designan un objeto,

precisamente por ello no designan concepto alguno
(CO, Ipag. 195D. Admite que se trata de una situacion un
tanto embarazosa: la ciudad de Berlin es una ciudad, y el
volcan Vesubio un volcin; ¢por qué el concepto caballo
no es entonces un concepto? Segan Frege, la dificultad no
hay que achacarla mis que a una inevitable rudeza del
lenguaje natural.

En las discusiones logicas es frecuente que uno ten-
ga necesidad de afirmar algo de un concepto, y de
expresar también tales afirmaciones en la forma habi-
tual, es decir, haciendo que lo afirmado del concepto
sea el contenido del predicado gramatical. En conse-
cuencia, setia de esperar que la referencia del sujeto
gramatical fuera el concepto; pero el concepto como tal
no puede desempefiar este papel, dada su naturaleza
predicativa; primeramente tiene que ser transformado en
un objeto o, dicho con mayor precision, debe ser reem-
plazado por un objeto (CO, [pag. 197), cfr. GA, pég. 8

Frege distingue entre el caso en que «l concepto B
ocurre como sujeto gramatical y el caso en que aparece
como predicado gramatical. Si tal expresion ocurre den-
tro de un predicado gramatical, entonces tenemos sim-
plemente un circunloquio; por ejemplo,

(10) Jests cae bajo el concepto hombre
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no dice ni mis ni menos que
(11) Jests es un hombre.

Pero una reduccién tan simple no es posible cuando
«e]l concepto B ocurre en el lugar del sujeto.

Todos los comentaristas de Frege cuya simpatia por él
es manifiesta se muestran reacios a defenderlo en este
punto. Encuentran dificil digerir su afirmacién de que el
concepto caballo no es un concepto. Al menos, dicen,
deberia haberse defendido de sus criticos diciendo que
toda proposicién cuyo sujeto gramatical sea <El concep-
to..» estd mal formada. No deberia haber admitido que
«El concepto caballo es un concepto» pueda ser falsa; es
sencillamente un sinsentido.

Pienso que los criticos de Frege estan creando inne-
cesarias dificultades en este caso, y que el mismo Frege,
en una nota a pie de pigina de «Concepto y objeto», dio
una amplia justificacion para su afirmacién de que el
concepto caballo no es un concepto. En esa nota es-
cribi6:

Algo semejante sucede cuando, con referencia a la
proposicién «esta rosa es roja», decimos: el predicado
gramatical «es roja» pertenece al sujeto «esta rosa». Aqui,
las palabras «el predicado gramatical ‘es roja’» no son un
predicado gramatical, sino un sujeto. Justamente por el
acto de llamarlo explicitamente predicado, le robamos
esta propiedad (CO, [pags. 196-7, n. 8).

Supbngase que deseamos asignar la palabra «nada» a
una categoria gramatical. Podiamos intentar hacerlo escri-
biendo primero

12 nada es un verbo
b
pero esto produce no una proposicion, sino una inco-

rrecta concatenacion de palabras. El modo correcto de
hacerlo es
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a3 «nada» es un verbo.

Creo que pocas personas admititian que esta proposicion
no es verdadera. Sin embargo, la expresién que aparece
como sujeto de esa proposicién no es un verbo, sino un
nombre, formado al envolver con comillas el anterior
verbo. Por la misma razén, la proposicion

a4 aqada» es un nombre

es también falsa. Pero no hay ningiin misterio en esto,
al igual que no lo hay en el hecho de que mientras Ju-
lio César» es un nombre, la proposicion

5) Julio César es un nombre

es falsa.

La relacion entre & es un caballo y el concepto caba-
llo ha de ser entendida sobre la base de este paralelis-
mo. Si escribimos

16 € es un caballo no es un concepto

no producimos una proposicion, sino una muestra de un
sinsentido.
Si, en cambio, escribimos,

an el concepto caballo no es un concepto,

hemos obtenido algo que no es necesariamente un sin-
sentido, pero que puede ser entendido en mis de un
modo.

Consideremos las siguientes proposiciones:

a8 el verbo «nada» no es un verbo,
a9 ‘el verbo «nada” no es un verbo,
@) el verbo ‘“nada»’ no es un verbo.
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De estas tres proposiciones, (18) es claramente falsa y
(19) claramente verdadera, mientras que (20) requiere
tiempo de reflexion. Es ciertamente verdadero que
“nada» no es un verbo, pero esto es todo lo que la ter-
cera proposicion dice. Nos sentimos remisos a decir que
la tercera proposicion es verdadera, porque las primeras
comillas estin precedidas por la expresion «l verbos.
Creo que esta tercera proposicion es la clave para en-
tender la afirmacion fregeana de que el concepto caba-
llo no es un concepto. La expresién «el concepto...» sirve
realmente para cumplir respecto a los conceptos el mis-
mo papel que cumplen las comillas respecto a los pre-
dicados. Esta es la funcién principal de la mencionada
expresion; y si asi se la entiende, entonces la proposi-
cién «el concepto caballo no es un concepto- es induda-
blemente verdadera, tal como

QD “nada” no es un verbo

es verdadera. La expresién «el concepto caballo- estd
construida segin el modelo de la expresién equivoca ‘el
verbo ‘“nada+’ en (20), y aqui estd la razén del feroz ata-
que de los criticos contra Frege. Pero el propio Frege
considera tal expresion como una simple rudeza del len-
guaje, no mas digna de atencién al ocuparnos de logica
que la que prestamos a la diferencia entre «y» y <pero», o
entre «perro» y «chucho». Segn esto, creo que Frege estd
justificado al decir que la proposicién <€l concepto ca-
ballo no es un concepto» no proporciona ningdn contra-
ejemplo a su afirmacién de que entre objetos y concep-
tos se extiende un abismo.
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CarfruLo VII

Sentido y referencia

La distincién entre sentido y referencia, introducida
por primera vez en <Funcién y Conceptor en 1891, fue
desarrollada por Frege en otro ensayo esctito paralela-
mente al primero, aunque publicado en 1892. Este se-
gundo articulo, Sentido y Referencia», presenta argumen-
tos, y responde a objeciones, en favor de las tesis mas
enigmaticas que en el primero de los textos habian sido
establecidas demasiado escuetamente.

El ensayo comienza planteando una cuestion acerca
de la identidad. ;Es la identidad una relacién? Si lo es,
;se trata de una relacion entre objetos, o entre signos de
objetos? La segunda alternativa parece mas plausible,
pues —tomando el ejemplo utilizado en <Funcién y Con-
cepto— da estrella de la mafiana = la estrella de la ma-
fiana» es un enunciado muy diferente en valor cognitivo
de +a estrella de la mafiana = la estrella de la tarde-. El
primero es analiticamente verdadero, mientras que el
segundo registra un descubrimento astronomico. Si tuvié-
semos que considerar a la identidad como una relacion
entre lo que los signos representan, seria evidente que
si «@ = b» es verdadero, entonces «a = @ no podria dife-
fir de «a = bs. Se habria expresado, en tal caso, una re-
lacién de una cosa consigo misma, y ademds una rela-
cién tal que se da en cada cosa respecto de si misma,
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pero que ninguna cosa tiene respecto de cualquier otra»
(SR, [pag. 261

Parece natural concluir, por tanto, que las ecuaciones
expresan relaciones entre signos, y que «a = & dice que
los signos «a y «b designan la misma cosa. Esta era la
concepciébn mantenida por Frege en la Seccién 8 de su
Conceptografia, en donde al introducir un signo para la
identidad de contenido afirmaba que este signo expresa-
ba la circunstancia de que dos nombres tuvieran el mis-
mo contenido.

Pero hay una objecién a esta concepcién. Los nom-
bres son arbitrarios, y si toda proposicién de la forma
«a = b significara realmente una relacién entre simbolos,
entonces no podria expresar conocimiento alguno del
mundo extra-lingiiistico. «La estrella de la tarde = la es-
trella de la mafana- se limitarfa a registrar un hecho léxi-
co en lugar de uno astronémico. Esta dificultad no se le
ocultaba a Frege al tiempo de redactar su Conceptogra-
Jia, en donde dice que la necesidad de contar con un
simbolo para la igualdad de contenido se apoya en el
hecho de que un mismo contenido puede ser totalmen-
te determinado de diferentes maneras (como él mismo
ilustra con un ejemplo geométrico); y que un juicio sin-
tético de identidad establece que el mismo contenido
puede ser dado mediante dos modos de determinarlo
(véase pag. S1).

En $Sentido y Referencia» dice que un enunciado de
identidad puede ser informativo sélo si la diferencia en-
tre los signos corresponde a una diferencia en el modo
de presentacién de lo que con ellos es designado.

Sean a, b, ¢ las rectas que unen los dngulos de un
tridngulo con el punto medio de los lados opuestos. El
punto de interseccion de @ y b es entonces el mismo

* Para el criterio de paginacién de los ensayos de semintica trata-
dos en este capitulo, véase la primera nota de la pagina de abrevia-
turas en las referencias a las obras de Frege que figura al principio
de este libro /. del T}
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que el punto de interseccién de by c¢. Tenemos, pues,
designaciones distintas para el mismo punto, y estos
nombres («nterseccién de a y b, «nterseccién de by
¢) indican al mismo tiempo el modo de darse el pun-
to; y de ahi resulta que en el enunciado esté contenido
auténtico conocimiento (SR, [pag. 26D.

Este modo de presentacién es lo que constituye el
sentido del signo. La referencia de las dos expresiones
entrecomilladas en el pasaje anterior es la misma, pero
el sentido de cada una es diferente.

Podemos decir, por tanto, que un enunciado de iden-
tidad serd verdadero e informativo si el signo de igual-
dad esta flanqueado por dos nombres que tienen la mis-
ma referencia pero diferentes sentidos. Como el ejemplo
muestra, la palabra «niombre- es utilizada en un sentido
amplio para incluir designaciones complejas de objetos.
Frege esta dispuesto a llamar «ombres propios- a tales
designaciones.

En su versién madura del significado hay elementos a
tres niveles: signos, sus sentidos y sus referencias. Los
signos, podemos decir, expresan sus sentidos y repre-
sentan, o denotan, sus referencias. Al usar signos ex-
presamos un sentido y denotamos una referencia (SR,
[pag. 31D.

En un lenguaje que estuviera perfectamente regulado,
cada signo tendria un, y solo un, sentido. En los lengua-
jes naturales, un signo puede tener mis de uno: una
palabra como «equipo- es ambigua; para tener un senti-
do preciso, la expresion «el perro- requeriria suplemen-
taciones diferentes en diferentes hogares; eruditos distin-
tos darian explicaciones distintas del nombre -Arist6teless.
Frege reconoce que habremos de damos por satisfechos
con que la misma palabra tenga el mismo sentido den-
tro del mismo contexto. Aunque en un lenguaje ideal
cada signo tendria que tener Gnicamente un sentido, no
es necesario, incluso en un lenguaje ideal, que cada sen-
tido tenga Gnicamente un signo. En el mundo real, el
mismo sentido puede ser expresado por diferentes sig-
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nos en diferentes lenguajes o incluso dentro de un mis-
mo lenguaje. '

En una buena traduccion, el sentido del texto original
es lo que tiene que ser preservado. Lo que en la traduc-
cién se pierde no es el sentido sino, al decir de Frege,
«] colorido y los contrastes con que la elocuencia poé-
tica busca revestir al sentido». Y esto es algo que no es
objetivo a la manera en que el sentido es objetivo.

No todo sentido tiene su correspondiente referencia.
Las expresiones «El cuerpo celeste mis alejado de la Tie-
mra» y «La serie menos convergente» tienen ambas senti-
do, pero la primera probablemente, y la Gltima cierta-
mente, carecen de referencia y no representan a ningtn
objeto. Y a la inversa, uno y el mismo objeto puede ser
denotado por expresiones con sentidos bastante diferen-
tes: de este hecho parte la primera formulacién de la
distincién fregeana. Si conociéramos todo lo que es po-
sible conocer acerca de un objeto sabriamos qué senti-
dos servirian para identificarlo y cuiles no. Pero, por
supuesto, los humanos no alcanzamos nunca tal conoci-
miento.

El sentido de una palabra es lo que captamos cuando
entendemos esa palabra. El sentido es muy diferente de
una representacién o imagen mental, aun en el caso de
que se puedan muy bien tener representaciones menta-
les asociadas con él cuando el signo se refiere a un
objeto tangible. Las imigenes son subjetivas y varian de
persona a persona, y de tiempo en tiempo incluso en la
misma persona; pero el sentido de un signo, afirma Fre-
ge, «puede ser propiedad comin de muchos y no es por
tanto parte o modo de la mente individual».

Frege ofrece la siguiente analogia de la relacién entre
referencia, sentido, e imagen o representacion mental:

Alguien observa la Luna a través de un telescopio.
Comparo la Luna con la referencia; es el objeto de
observacion, que es proporcionado por la imagen real
que queda dibujada sobre el cristal del objetivo del in-
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terior del telescopio, y por la imagen en la retina del
observador. La primera imagen la comparo con el sen-
tido; la segunda con la representacién o intuicion. La
imagen formada dentro del telescopio es, en verdad,
solo parcial; depende del lugar de observacién; pero
con todo es objetiva, en la medida en que puede ser-
vir a varios observadores. Podria incluso disponerse de
modo que pudieran utilizarla varios simultineamente.
Pero, de las imigenes retinianas, cada uno tendria la
suya propia (SR, [pag. 30D.

Una imagen es mi imagen o fu imagen; pero un sen-
tido no tiene, de la misma manera, un propietario. El
que los sentidos sean publicos y comunes es lo que
permite que los pensamientos puedan ser transmitidos
de una generacién a otra.

Sabemos, desde «Funcién y Concepto», que no son
solo los nombres propios —simples o complejos— los
que tienen sentidos y referencias. ;Qué ocurre con las
proposiciones completas, que expresan pensamientos?
¢Es el pensamiento —el contenido del enunciado— el
sentido o la referencia de un enunciado?

Supongamos que el enunciado tiene una referencia.
Si sustituimos en él una palabra por otra de la misma
referencia, pero de distinto sentido, esto no podra te-
ner ning(n efecto sobre la referencia del enunciado. Sin
embargo, vemos que, en tales casos, el pensamiento
cambia; pues, por ejemplo, el pensamiento del enuncia-
do «l lucero matutino es un cuerpo iluminado por el
sol» es distinto del enunciado «l lucero vespertino es
un cuerpo iluminado por el sol-. Alguien que no supie-
ra que el lucero vespertino es el lucero matutino podria
tomar un pensamiento por verdadero y el otro por fal-
so. El pensamiento no puede, pues, ser la referencia del
enunciado; por el contrario, deberemos concebirlo
como su sentido (SR, [pag. 32D.

Frege esti utilizando claramente un criterio ticito para
la identidad de pensamientos: dos pensamientos son
idénticos si y solo si no es posible mantener que uno
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de ellos es verdadero sin mantener que el otro también
lo es. Lo cual sugiere un criterio general para la identi-
dad de sentidos: dos sentidos serian el mismo si y sélo
si fuera imposible captar a ambos sin percatarse de que
uno y otro determinaban la misma referencia. Pues el va-
lor veritativo de una proposicion es su referencia, como
ya sabemos por <Funcién y Conceptos.

Aqui, en Sentido y Referencia», se aporta un argumen-
to en favor de esa afirmacion anterior.

¢Acaso el enunciado entero tiene sdlo sentido, pero no
referencia? En todo caso, es de esperar que se den tales
enunciados, lo mismo que hay partes de un enunciado
que tienen sentido, pero no referencia. Y los enunciados
que contienen nombres propios sin referencia serdn de
este tipo. El enunciado «Ulises fue dejado en Itaca pro-
fundamente dormido» tiene evidentemente un sentido.
Pero, como es dudoso que el nombre «Ulises» que apa-
rece en €l tenga una referencia, también es dudoso que
lo tenga el enunciado entero (SR, [pag. 32D.

El argumento parece discurrir asi. Hemos de esperar
que la referencia de un enunciado esté determinada por
la referencia de las partes de ese enunciado. Pregunte-
mos, por tanto, qué es lo que falta en un enunciado si
una de sus partes no tiene referencia. Si estuviésemos
interesados sdlo en el pensamiento, no nos importaria
que «Ulises» tuviera o no una referencia, pues el pensa-
miento sigue siendo el mismo en uno y otro caso, ya
que estd determinado por los sentidos, y no por las re-
ferencias, de las partes constituyentes de la proposicién.

Sblo cuando se desea seriamente tomar al enunciado
por verdadero o por falso es cuando se siente la necesi-
dad de adscribir una referencia a <Ulises»; porque en otro
caso no habria nada que que nos permitiera decidir si el
predicado a él atribuido era verdadero o falso.

¢Por qué queremos que cada nombre propio no ten-
ga Gnicamente un sentido, sino también una referencia?
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¢Por qué no nos basta el pensamiento? Porque, y en la
medida en que, nos interesa su valor veritativo (SR,
[pag. 33D.

El sentido y las imagenes con él asociadas son sufi-
cientes para hacernos gozar con un poema €pico: lo que
nos empuja a avanzar del sentido a la referencia es la
actitud de investigacién cientifica, la bsqueda de la ver-
dad. Nos vemos por tanto forzados, afirma Frege, a acep-
tar que la referencia de una proposicién es su valor ve-
ritativo, lo Verdadero o, en su caso, lo Falso. Toda
proposicién indicativa seriamente propuesta €s un nom-
bre de uno u otro de estos dos objetos. Todas las pro-
posiciones verdaderas tienen la misma referencia, y lo
mismo ocurre con todas las proposiciones falsas.

La tesis de Frege de que la relacién entre una propo-
sicién y su valor veritativo es la misma que la que hay
entre un nombre y su referencia, estd conectada con su
distincién general entre predicacién y asercién. Es sin
duda mis natural pensar que la relacién entre un pensa-
miento y su verdad es similar a la que se da entre suje-
to y predicado: cabria perfectamente decir, «El pensa-
miento de que 5 es un nimero primo es verdadero.
Pero, observa Frege, el pensamiento que esa proposicion
completa expresa es exactamente €l mismo pensamiento
que el contenido en la proposicién mas simple <5 es un
namero primo-. (Lo cual estd de acuerdo con el criterio
tacito para la identidad de pensamientos mencionado
mias arriba.) Estas dos proposiciones tienen el mismo
sentido, y las dos son nombres de lo Verdadero; pero
solo cuando se las afirma es cuando dicen que son nom-

bres de lo Verdadero.

Sujeto y predicado (entendidos en sentido 16gico) son
partes del pensamiento; para el conocimiento, se hallan
en un mismo nivel. Ensamblando sujeto y predicado
siempre se consigue Gnicamente un pensamiento, pero
no se pasa nunca de un sentido a su referencia, de un
pensamiento a su valor veritativo (SR, [pag. 35D.
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Al formular un juicio, que no es la mera captacion de
un pensamiento, sino una aceptacién de su verdad, es
cuando damos el paso desde el nivel del pensamiento
al nivel de la referencia. La diferencia entre asercién y
predicacién viene indicada en el lenguaje ordinario por
el modo gramatical, por el contexto y por convencibn.
En el sistema formal de Frege, como ya hemos visto al
considerar la Conceptografia, esta diferencia esti marca-
da por el uso de un signo especial de asercién.

A lo largo de los escritos de Frege, al menos dos fun-
ciones diferentes son atribuidas al signo de asercién.
A veces este signo es considerado como sefial de que lo
que sigue esta tomado en serio; esto es, que la expresién
que sigue al signo ha de ser tomada absolutamente en
serio, no como parte de alguna charada o ficcién. Otras
veces, el signo es tomado como marca del modo asert6ri-
co, como cuando se dice que su funcién es la de distin-
guir una asercion de una suposicion o de una pregunta.

Frege trata al signo de asercién como sefial de que lo
que sigue ha de ser tomado seriamente cuando dice que
en la ficcién sélo estamos interesados en el sentido de las
proposiciones y no en sus valores veritativos. Los actores
en el escenario utilizan palabras que son signos que
Gnicamente tienen sentido; cuando la misién del signo de
asercion es la de afirmar que la referencia de lo que le
sigue es lo Verdadero, no puede ser usado en conjuncién
con signos que no tienen referencia, y por tanto no puede
ser usado por un actor en el escenario. En la concepcion
de Frege, el signo de asercién viene a ser algo semejante
al signo de la clave de sol. La clave muestra c6mo hay
que leer cada una de las notas que la siguen; similarmen-
te, el signo de asercion muestra que cada palabra que
tras €l aparece ha de ser tomada seriamente.

Pero tal vez resulte un tanto pueril introducir un sig-
no de asercion para denotar que una proposicién ha de
ser tomada seriamente. Si tuviéramos que asegurarnos de
que una proposicion ordinaria ha sido tomada en serio,
igualmente cabria dudar de que una proposicién prece-
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dida de un signo de asercion tenga que ser tomada se-
riamente. Segin Frege, el actor que dice en el escenario
«] pensamiento de que 5 es un nimero primo es ver-
dadero» no realiza una asercién mds seria que cuando
dice «5 es un nimero primo» (SR, [pag. 34D. Pero, por la
misma razén, un actor que en el curso de una represen-
tacién escribiera en una pizarra esa proposicién precedi-
da de un signo de asercion, tampoco harfa con ello nin-
guna asercion seria.

Que una expresion sea tomada en serio es una cues-
tibn que no depende de que tal expresion sea emitida
en modo asertérico. La pregunta «Querias decir eso se-
riamente? puede ser planteada con igual propiedad ante
un mandato que ante una proposicion. Incluso en el
caso de las suposiciones, que son los favoritos ejemplos
fregeanos de proposiciones que no son aserciones, hay
diferencia entre una mera fantasia y una hiptesis que se
propone con vistas a una ulterior exploracién’.

Existen sin duda medios para marcar la diferencia en-
tre el modo asertérico y los restantes, y los lenguajes na-
turales disponen de tales signos en las inflexiones verba-
les y los vetbos auxiliares. Pero no es necesario recurrir a
esos signos para exponer el sistema de Frege, puesto que,
ignorando explicitamente los otros modos, Frege se cen-
tra exclusivamente en los enunciados asertéricos, los Gni-
cos ftiles para su propésito general de describir, y en
parte construir, un lenguaje que sea apropiado para los
fines de la ciencia tedrica.

El hecho de aceptar la distincion entre asercion y pre-
dicacion, y la diferencia entre el modo asertérico y los
restantes, no nos fuerza, como Frege parece creer, a
adoptar los valores veritativos como referencias de las
proposiciones. Es cierto que si un valor veritativo es un
objeto, entonces no puede ser representado por un
predicado (que tiene que corresponder a algo insatu-

! Fste tema ha sido tratado mis ampliamente en mi libro Will,
Freedom and Power, pags. 36-38.
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rado, como un concepto). Pero su conversa no es cierta.

Frege puede tener razén cuando dice que «.. es ver-
daderor no es un predicado genuino y que no expresa
ninguna funcién. Pero este argumento parece envolver
dos suposiciones adicionales: (1) Las Gnicas entidades en
el mundo que corresponden al lenguaje son los objetos
y las funciones; por tanto, si la verdad no es una fun-
ci6n tendrd que ser un objeto. (2). La tnica relacién que
un objeto puede tener con el lenguaje es la de ser la
referencia de un nombre; por tanto, la verdad serd algo
que es nombrado por las proposiciones verdaderas. Mas,
¢por qué no ha de haber elementos del lenguaje que no
sean nombres ni funciones lingiiisticas? ;No es el propio
signo de asercién de Frege un elemento de este tipo?
Y si lo es, ¢por qué «... es verdadero» no es también otro
elemento semejante?

Algunos filésofos han pensado que, tanto para una pro-
posicion como para un pensamiento, ser verdadero signi-
fica estar en cormrespondencia con algo extralingiistico y
extramental: un hecho quizi, o un estado de cosas, o lo
que Frege llamo6 en la Conceptografia una circunstancia.
Hay graves dificultades en identificar los hechos, o esta-
dos de cosas, o las circunstancias, con aquello a lo que al
parecer corresponden las proposiciones verdaderas; pero
es sorprendente que Frege no haya considerado aqui esta
posibilidad, aunque sblo fuera para rechazarla.

En realidad Frege no habla de hechos, sino de partes
de valores veritativos. Aunque se apresura a aclarar:

La palabra «parte» la he utilizado aqui de una manera
peculiar. En efecto, la relacién del todo a la parte en el
enunciado la he transferido a su referencia, al denomi-
nar a la referencia de una palabra parte de la referen-
cia del enunciado cuando esa misma palabra es parte
de este enunciado (SR, [pags. 35-6].

Frege admite que sus palabras puedan suscitar una
serie de objeciones, pues «en el caso de la referencia, la
otra parte no queda determinada por el todo y la parte

174



escogida». De hecho, Frege continu6 debatiéndose con
este problema, sin llegar jamés a resolver satisfactoria-
mente, ni siquiera para si mismo, la dificultad aqui plan-
teada. Por el momento se contenta con decir que tal vez
deberia ser inventada una palabra distinta a «parte». En
los tres niveles del sistema fregeano correspondientes a
una proposicién que contiene un nombre hay tres dife-
rentes y paralelas relaciones de parte a todo cuya oscu-
ridad va en aumento.

En primer lugar, en el nivel de los signos esté la dis-
tincién entre funcién y argumento dentro de las propo-
siciones, de acuerdo con la divisién lingiistica de fun-
cién/argumento con que la Conceptografia reemplaza-
ba la tradicional distincion entre sujeto gramatical y pre-
dicado gramatical. Asi, en la proposicion «Nerén tocaba
la lira», las partes son el nombre Nerén- y el predicado
«.. tocaba la lira-.

En segundo lugar, en el nivel del sentido, hay dos ele-
mentos: el sentido del nombre en cuestion, y el sentido
expresado por los predicados: en el caso que nos ocupa,
el quinto Emperador Romano (o algo semejante), y todo
lo que uno capta cuando entiende el predicado «... tocaba
la lira». Estas partes constituyen el todo, que es un pensa-
miento: el pensamiento de que Neron tocaba la lira.

Finalmente, en el nivel de la referencia, estdn el todo,
que es un valor veritativo, y al menos una parte que
Frege identifica: la referencia del nombre, que en este
caso es el Emperador Nerén mismo. En Sentido y Refe-
rencia», Frege es muy impreciso respecto a la otra parte,
«l resto; pero sabemos por «Concepto y objeto- que esa
parte tiene que ser el concepto § focaba la lira®.

Cabria esperar que al nivel de la referencia las dos
partes fueran la referencia del nombre, Ner6n, y la ex-
tension del concepto & tocaba la lira. Pero, por buenas
razones sin duda, Frege no se resuelve a decir tal cosa.

2 Frege hace referencia (SR, pag. 26) al pasaje de <Concepto y
Objeto» discutido anteriormente en las pags. 160-61.
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Aunque ello no le impide aplicar resueltamente la ter-
minologia de «parte/todo» al nivel de la referencia, y a
utilizarla en apoyo de su tesis de que la referencia de
un enunciado es su valor veritativo. Si una parte de un
enunciado es reemplazada por otra con la misma refe-
rencia, entonces la referencia del todo debe permanecer
constante. Y de hecho, el valor veritativo (y probable-
mente ninguna otra cosa salvo el valor de verdad) de un
enunciado permanece constante en tales casos. (SR, [pa-
gina 35)). Si en el ejemplo anterior se reemplaza «Nerén»
por <El hijo de la joven Agripinas, la proposicién sigue
siendo verdadera.

Lo mismo ocurre si la expresién a sustituir no es un
nombre sino una proposicién o cliusula dentro de otra
proposicion. Si la referencia de un enunciado es, como
pretende la tesis, un valor veritativo, entonces el valor de
verdad de una proposicién que contenga a otra como
parte debe permanecer constante cuando esa parte es
reemplazada por otra proposicién que tiene el mismo
valor de verdad.

Tal es el caso, desde luego, cuando se retinen varias
proposiciones para formar una mayor mediante conjun-
ciones tales como «y», «o», «si... entonces,, entendiendo
tales conjunciones en el sentido explicado en la Concep-
tografia (véanse las pags. 44-5). Asi entendidas, tales co-
nectivas son funciones veritativas; es decir, los valores
veritativos de las proposiciones compuestas por estas co-
nectivas dependen Gnicamente de los valores de verdad,
y no del contenido, de las proposiciones componentes.
De lo cual se sigue que si tomamos una proposicién
compuesta cualquiera y reemplazamos uno de sus com-
ponentes por otra proposicion con diferente sentido pero
con el mismo valor de verdad, el valor veritativo del
todo no quedari alterado.

A titulo de ejemplo, Frege aduce la proposicién

Si ahora el sol se ha levantado ya, entonces el
cielo estd muy nublado,
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y a propésito de ella comenta:

Aqui puede decirse que se ha postulado una relacion
entre el valor veritativo del antecedente y del conse-
cuente, o sea, la de que no se da el caso en que el
antecedente se refiera a lo Verdadero y el consecuente
a lo Falso. Seglin esto, nuestro enunciado es verdadero
tanto si el sol todavia no se ha levantado ahora, esté el
cielo muy nublado o no, como si el sol se ha levanta-
do ya y el cielo estd muy cubierto. Dado que en este
caso solo interesan los valores veritativos, puede susti-
tuirse cada uno de los enunciados parciales por oftro del
mismo valor veritativo sin que cambie el valor de ver-
dad del todo (SR, [pag. 45D.

El sentido de la proposicién es equivalente a «O bien
el sol no se ha levantado todavia, o el cielo estd muy
nublado.. De acuerdo con lo dicho, i el sol se ha levan-
tado ya, 5 es un nimero primo- resultara verdadera si esta
proposicién se dice antes de que el sol salga o en un dia
muy nublado. Frege estd muy dispuesto a aceptar este
resultado; reconoce que la proposicion sonara muy extra-
fia, «como si una melodia triste fuera entonada de una
manera alegres —pero esto no tiene nada que ver con el
valor veritativo. Y sugiere que, al igual que las conjuncio-
nes «y» y «o», las particulas «aunque» y «pero» son igualmen-
te susceptibles de tratamiento veritativo-funcional.

Debido en parte a la obra de Frege, los filosofos tien-
den ahora a considerar a las proposiciones unidas por
conectivas veritativo-funcionales como coordinadas entre
si a un mismo nivel. Frege, sin embargo, escribia en un
tiempo en el que era mis natural considerar a uno de
los componentes de una proposicion como subordinado
al otro en algan sentido. Y dice explicitamente que siem-
pre que la referencia de una clausula subordinada sea un
valor veritativo, entonces esa cliusula puede ser reem-
plazada, sin que se altere el valor veritativo del todo, por
una proposicién que tenga el mismo valor de verdad.

Sin embargo, Frege reconoce que en €l caso de mu-
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chos tipos de clausulas subordinadas no ocurre asi, y la
mayor parte de la seccién final de <Sentido y Referencia
estd dedicada a mostrar que en tales casos, contrariamen-
te a las reglas generales, la referencia de la clausula no
es un valor veritativo. Para él, esos casos se agrupan en
tres principales categorias: el entrecomillado directo, el
entrecomillado indirecto y las descripciones definidas.

(1) Si una proposicién aparece dentro de unas comi-
llas, entonces la referencia de la proposicién no es un va-
lor de verdad, sino las palabras entrecomilladas, como en
Juan dijo ‘El mundo acabari en el afio 2000, En este caso,
aclara Frege, dLas palabras propias se refieren entonces en
primer lugar a las palabras del otro, y tan sélo estas tlti-
mas tienen la referencia corriente» (SR, [pag. 28)).

(2) Si se utiliza una proposicién para citar las pala-
bras de otro, como en Juan dijo que el mundo acabari
en el afio 2000+, entonces la referencia de la proposicién
es, segln Frege, lo que normalmente seria su sentido. Es
ésta una referencia indirecta, en lugar de la habitual re-
ferencia directa; podemos decir que {da referencia indi-
recta de una palabra es, pues, su sentido usual» (SR,
pags. 26, 35). ;Significa esto que la distincién entre sen-
tido y referencia desaparece en este caso? No; lo que
Frege dice es que la cldusula tiene como sentido (indi-
recto, presumiblemente) <o un pensamiento, sino el
sentido de las palabras ‘el pensamiento de que..., el cual
es solo parte del pensamiento de la entera proposicién
compleja- (SR, [pag. 37D. Las expresiones de pensamien-
tos, creencias e inferencias, eésperanzas, temores y senti-
mientos de esta suerte, son similares en este respecto a
las referencias indirectas: en todas ellas, la clausula «que»
hace referencia a sus sentidos y no a sus valores de
verdad (SR, [pags. 38-9D.

Es facil mostrar que dicha cldusula no tiene un senti-
do veritativo-funcional en tales casos. Las proposiciones
«Copémico crefa que las 6rbitas de los planetas eran cir-
culares» y «Copérnico crefa que la Tierra gira alrededor
del Sol» son ambas verdaderas, pese a que el contenido
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de la primera clausula «que» es falso y el de la segunda
verdadero. Por otra parte, aunque la proposicion «Urano
gira alrededor del Sol» es tan verdadera como «Venus gira
alrededor del Sol», la proposicién «Copérnico creia que
Venus gira alrededor del Sol- es verdadera, mientras que
la proposicion «Copérico creia que Urano gira alrededor
del Sob» es falsa, puesto que Urano no habia sido descu-
bierto en los dias de Copérnico. En resumen:

El enunciado principal, junto con el subordinado, tie-
ne por sentido Gnicamente un solo pensamiento, y la
verdad del todo no implica ni la verdad ni la falsedad
del subordinado. En tales casos no estd permitido susti-
tuir, en el enunciado subordinado, una expresion por
otra que tenga la misma referencia usual, sino solamen-
te por una que tenga la misma referencia indirecta, es
decir, el mismo sentido usual (SR, [pag. 37).

Esta excepcién es aplicable no solo a los enunciados
completos, sino también a los nombres en ellos inclui-
dos. En la proposicion «Duncan creia que Macbeth era
digno de confianza-, no podemos sustituir <Macbeth» por
«u asesino». La referencia de las dos expresiones es la
misma, puesto que Macbeth era el asesino de Duncan,
pero Duncan no tuvo jamas el pensamiento: «mi asesino
es digno de confianza-.

Frege asimila al caso del lenguaje indirecto y de la
creencia una variedad de construcciones lingiiisticas: in-
formes indirectos de 6rdenes o de cuestiones, y enun-
ciados finalistas que expresan un proposito. Considéren-
se las dos proposiciones: Napoledn creia que su flanco
derecho iba a avanzar» y «Napoledn ordené que su flan-
co derecho avanzaras. Es claro que una estructura simi-
lar de argumento y funcién puede ser discernida tanto
en la clausula de la segunda proposicion «que su flanco
derecho avanzara» como en la de la primera, «que su
flanco derecho iba a avanzar.. Hay algo en comiin entre
los sentidos de las dos clausulas. La diferencia entre una
y otra estriba en que si las dos proposiciones se reescri-
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bieran en estilo directo, la primera contendria un entre-
comillado en modo asertérico, y la segunda un entreco-
millado en modo imperativo. Lo cual resume Frege di-
ciendo que «una orden, un ruego, no son ciertamente
pensamientos, pero, con todo, estin al mismo nivel que
el pensamiento». En las cliusulas subordinadas que ex-
presan ordenes, las palabras tienen su referencia indirec-
ta’. En estas proposiciones, al igual que en las que ex-
presan creencias, la referencia no es un valor veritativo,
es, dice Frege, una orden o un ruego. De lo cual con-
cluimos que un mandato es para Frege el sentido de un
enunciado imperativo.

Los enunciados de finalidad reciben un tratamiento
muy breve. «Evidentemente», dice Frege, da finalidad es
un pensamiento; por eso: referencia indirecta de las pa-
labras, subjuntivos (SR, pag. 34). Pero esto resulta cues-
tionable: los propésitos de Napole6n eran seguramente
apoderarse del mundo, y no el pensamiento que él te-
nia de apoderarse del mundo. {Napole6tn tomé las me-
didas necesarias para que su flanco derecho avanzara
parece estar mis cerca de {Napoledn ordend que su flan-
co derecho avanzara» que de <Napoleén creia que su
flanco derecho iba a avanzar, y asi, incluso aceptando
el argumento de que la referencia en este caso es indi-
recta, parece que Frege debiera haber dicho que la fina-
lidad no es similar a un pensamiento, sino algo en cier-
ta manera anilogo a una orden o a un ruego.

Dada la explicacion fregeana de la referencia, es claro
que en los casos donde la referencia de una clausula no
€s un valor veritativo sino un pensamiento, una orden o
un proposito, esa cliusula puede ser considerada como
un nombre propio del respectivo pensamiento, orden o
proposito.

(3) Frege pasa a la consideracién de un grupo muy
diferente de casos, que podrian ser agrupados ahora (si-

3 No me resulta claro cuil seria para Frege la referencia directa de
una oracioén imperativa.
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guiendo a Bertrand RusselD) bajo el nombre de proposi-
ciones que contienen descripciones definidas. Considére-
se el siguiente enunciado, adaptado de uno de Frege:

El hombre que descubri6 el oxigeno fue guillotinado.

Expresiones como «el hombre que descubri6 el oxige-
no» fueron llamadas por Russell descripciones definidas,
y las hizo objeto de un minucioso anilisis en simbolis-
mo formal que venia a ser mas 0 mMenos equivalente al
andlisis en lenguaje comin de la proposicién «un y sola-
mente un hombre descubrié el oxigeno, y ese hombre
fue guillotinado-.

El tratamiento fregeano es diferente. Al preguntarse
c6mo hemos de interpretar la proposicién relativa

«l que descubri6 el oxigeno»,

Frege dice que una cliusula de este tipo no tiene un
pensamiento como sentido ni un valor veritativo como
referencia. No es un pensamiento completo; el sujeto
gramatical «el que» no tiene sentido de por si, y su Gnica
mision es establecer una relacion con la clausula princi-
pal. La referencia de la descripcion definida no es un
valor veritativo, sino un objeto, a saber, el quimico La-
voisier.

Cabria pensar que el sentido de la proposicion origi-
nal incluye un pensamiento como parte suya, por ejem-
plo, el pensamiento de que hubo alguien que fue el
primero en descubrir el oxigeno. En cualquier caso, na-
die que tomara la proposicién por verdadera podria ne-
gar la existencia de una tal persona. Si «l hombre que
descubri6 el oxigeno» no tuviera referencia, la proposi-
cién no podria ser verdadera.

Frege acepta esta objecion, pero dice que €sa propo-
sicién no establece, sino sélo presupone, que hubo al-
guien que fue el primero en descubrir el oxigeno. La
proposicion presupone ciertamente que hubo tal perso-
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na, pero eso es bastante diferente de dar por sentado
que contiene, como parte del pensamiento que expresa,
el pensamiento de que hubo tal persona. <Lavoisier des-
cubri6 el oxigeno» presupone igualmente que el nombre
dLavoisier- tiene una referencia; pero eso no es parte del
pensamiento que la proposicién expresa. Si lo fuera, la
negacién de dLavoisier fue guillotinado» no serfa Jdavoi-
sier no fue guillotinados, sino

O Lavoisier no fue guillotinado, o davoisier» no tiene
referencia.

Que <Lavoisier- tiene referencia esti presupuesto igual-
mente tanto por <Lavoisier fue guillotinado» como por
<Lavoisier no fue guillotinado. Y esto muestra la diferen-
cia entre el caso en donde una proposicién presupone
la verdad de otra, y el caso en donde una proposicién
contiene a otra como parte de su sentido.

Asi «] hombre que descubri6 el oxigeno fue guilloti-
nado» no establece, sino que sélo presupone, que hubo
un y solamente un hombre que descubri6 el oxigeno. La
interpretacién de proposiciones de este tipo, tratada aqui
a la ligera por Frege, fue explorada posteriormente de
manera fértil por Russell y sus seguidores. Mas en la
actualidad hay filoésofos que piensan que el enfoque fre-
geano era mdis apropiado.

Frege creia que la posibilidad de una descripcién de-
finida carente de referencia tenia que ser evitada no por
estipulaciones particulares en proposiciones individuales,
sino mias bien por reglas generales sobre la construccién
de lenguajes cientificos.

De un lenguaje l6gicamente perfecto (ideografia) hay
que exigir que cada expresién, que se haya formado
como nombre propio a partir de signos ya introducidos
de manera gramaticalmente correcta, designe realmente
también un objeto, y que no se introduzca ningln sig-
no como nombre propio sin que antes no se le haya
asegurado una referencia (SR, [pag. 40]).
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Lo que Frege tiene aqui en mente esti ilustrado por
el ejemplo dado en «Funcién y Concepto», cuando dice
que hemos de poner cuidado en no realizar jamis cilcu-
los con signos vacios en la creencia de que estamos
operando con objetos.

Es por tanto necesario producir especificaciones para
saber, por ejemplo, qué significa <© + 1» si O ha de
significar el Sol. Es realmente indiferente el modo en
que se establezcan estas especificaciones; pero es esen-
cial que se hagan (FC, [pags. 19-20D.
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CariTuLo VIII

Grundgesetze der Arithmetik, 1

Grundgesetze der Aritbmetik (Los principios de la arit-
mética), proyectada por Frege como la obra mayor de su
vida, habia de establecer de manera rigurosa y completa
la derivacién sistemitica de la aritmética a partir de la 16-
gica. El primer volumen habia sido publicado en 1893 con
grandes expectativas por su parte, pero por el tiempo en
que aparecio el segundo volumen en 1903 era ya eviden-
te que el programa no podia ser continuado segln las li-
neas que anteriormente se habja trazado Frege. En este
capitulo voy a describir el modo en que el primer volu-
men desarrolla (en una notaciéon basada en la Concepto-
grafia) las ideas que de manera menos formal habian sido
presentadas en Los fundamentos de la aritmética.

El libro comienza con una larga introduccién en la
que Frege explica que las pruebas a presentar, escritas
enteramente en simbolos, han sido dispuestas en secuen-
cias de formulas, cada una de las cuales es una proposi-
cién completa. «Esta completud, que no permite la adop-
cion ticita de presuposicién alguna en el pensamiento,
me parece indispensable para el rigor de la marcha de
la prueba. El avance desde una proposicién a la siguien-
te solo puede realizarse segin reglas explicitamente es-
pecificadas; todos los métodos de inferencia tienen que
ser establecidos de antemano. Y, por supuesto, todas las

185



definiciones que se aporten deben abandonar la preten-
sibn de ser creativas: no serdn sino abreviaturas de tér-
minos complejos, introducidas para simplificar la escritu-
ra de las pruebas.

Frege describe su método como un desarrollo del
método de Euclides. No podemos pedir que todo sea
probado, pues eso es imposible; pero podemos exigir
que todas las proposiciones utilizadas sin prueba sean
expresamente declaradas como tales, y reducir al mini-
mo el nimero de esas proposiciones primitivas. Estos
axiomas o proposiciones sin demostrar, a los que Frege
llama «principioss, son los que dan titulo al libro.

Algunos matemiticos sostienen que la aritmética es
una légica mis profundamente desarrollada. Que esta
pretensién no se limita a ser una vaga palabreria, solo
puede quedar demostrado cuando las pruebas de las
proposiciones aritméticas hayan sido elaboradas en tér-
minos de simples pasos logicos que no dejen el menor
resquicio al recurso ticito a la intuicion. De hacerlo asi
—y ésta era la intencién de Frege—, cualquier error en
el sistema puede ser claramente localizado, ya se en-
cuentre en los axiomas, en las definiciones, o en las re-
glas de aplicacion de éstas. Con admirable poder de
adivinacién, Frege anuncia que el Gnico punto suscepti-
ble de plantear alguna dificultad estarfa en conexion con
el quinto de sus axiomas, un axioma que introduce la
nocién de curso de valores y que, en «Funcion y Con-
ceptor, habfa sido afadido al sistema de la Conceptogra-
fia. Cuando mis adelante discutamos este axioma podre-
mos comprobar que las reservas del autor respecto a
este punto estaban justificadas.

Abandonando momentineamente la marcha de su ex-
posicién en la introduccién, Frege se aplica ahora a justi-
ficar ante el lector la extraordinaria longitud de las prue-
bas que va a ofrecer de verdades obvias de la aritmética.
La longitud de una prueba, dice, no se mide con un
metro: las pruebas pueden ser acortadas saltindose pasos.
El lector ordinario de matemiticas se dard por satisfecho,

186



y no sin razén, con que cada uno de los pasos sea evi-
dentemente correcto; pero si lo que uno va buscando es
comprender con claridad qué significa exactamente ser
evidente para una verdad matemitica, entonces todos los
pasos intermedios tienen que ser exhibidos y examinados.

Frege insiste en que la concepcién del niimero que
ahora presenta en 1893 es la misma que la que tenia en
los Fundamentos de 1884. El principio fundamental sigue
siendo que un enunciado acerca de un nimero expresa
una asercién sobre un concepto. Las proposiciones sobre
nameros se ocupan de conjuntos de agregados sdlo en la
medida en que tales agregados son clases determinadas
por un concepto, esto es, por las propiedades que un
objeto ha de tener para pertenecer a la clase.

El proyecto que ahora presenta estaba ya concebido
en la época de aparicion de la Conceprografia en 1879,
y la notacién que aqui se utiliza es basicamente la mis-
ma. Frege llama la atencién, sin embargo, sobre una se-
rie de expansiones del sistema. (1) El simbolo <- utiliza-
do en la Conceptografia para la identidad de contenido,
es reemplazado por el signo de identidad ordinario. (2)
La notacién para el curso de valores que aqui se intro-
duce se atiene a la utilizada en el establecimiento de esta
nocion en «Funcién y Conceptor (FC, pags. 220-1). (3)
Para cumplir el papel que en el lenguaje ordinario realiza
el articulo determinado se introduce un simbolo totalmen-
te nuevo.

En conexidn con el curso de valores dice Frege:

Los cursos de valores tienen ademas una enorme im-
portancia en lo que concierne a los principios; pues yo
defino al nimero como la extensién de un concepto, y
las extensiones de conceptos son, como he determina-
do, cursos de valores. De ellos, por tanto, en modo al-
guno se podria prescindir (GA, pags. IX-X).

En adicion a estas innovaciones de simbolos, Frege
llama la atencién sobre los dos cambios introducidos en
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la interpretacion filosofica del simbolismo. En primer lu-
gar, la barra horizontal es tomada ahora de un modo
diferente, puesto que la nocién de «ontenido» ha sido
ya dividida en sentido y referencia. En segundo lugar, y
como consecuencia de ello, los dos valores veritativos, lo
Verdadero y lo Falso, han sido identificados como la re-
ferencia de las proposiciones.

Frege se dirige en este libro tanto a matemiticos como
a filésofos, aunque sin gran esperanza de ser totalmente
entendido. Muchos matemiticos, se lamenta Frege, al
encontrarse con expresiones como sconcepto» y aelacion»
se apartan de lo que a sus ojos es metafisica, y muchos
filbsofos, al toparse con los simbolos que aparecen en
las péginas, saltan hasta el siguiente pasaje no matemiti-
co. Por otra parte, pocos matemiticos tienen un serio
interés en los fundamentos de la matemitica; y los que
lo tienen estin demasiado inclinados a adoptar un pun-
to de vista formalista y mantener que la matemitica es
simplemente un juego como el ajedrez.

En este contexto vuelve a repetir Frege su conocido
ataque contra la nocién formalista de definicién creativa:

Por pura definicién, uno no puede conjurar magica-
mente en una cosa una propiedad que de hecho no
posee, salvo la de llamarla por el nombre que se le
haya otorgado. Que una figura oval dibujada con tinta
en un papel pueda adquirir mediante una definicion la
propiedad de dar uno cuando se le suma uno, sélo es
para mi una supersticién cientifica. De la misma mane-
ra cabria hacer, por mera definicién, un alumno aplica-
do de uno que fuera perezoso (GA, pags. XIII-XIV).

Frege afirma que al igual que sus contemporineos
matemdticos son todos formalistas, los légicos de su
tiempo son todos psicologistas. Sus pesados y extensos
libros de texto estan repletos de insana grasa psicologica
que oculta las mis delicadas formas (GA, pag. XXV). En
lugar de las cosas mismas, los légicos consideran sélo
imagenes, simulacros subjetivos. Confunden las leyes
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normativas de la légica con las leyes descriptivas de la
psicologia. Si las leyes del pensamiento fueran psicologi-
cas, dirian sin duda como piensa el hombre promedio.
Y si uno quisiera ser una persona promedia, no tendria
mAs que recurrir a esos principios para conformarse a la
mayoria. Las leyes de la logica serfan como los princi-
pios que le ensefian a uno a hablar de acuerdo con la
gramitica o a vestirse segin la moda.

Pero de la misma manera que lo que hoy es moder-
no, dejard de serlo pasado algin tiempo y ahora no lo
es enire los chinos, de la misma manera sblo con res-
tricciones cabe otorgar vigencia a las leyes psicologicas
del pensamiento (GA, pag. XV).

Los logicos psicologistas confunden la verdad de una
cosa con el conocimiento de que esa cosa es verdadera.
Pero los dos casos son muy diferentes; no hay contra-
diccion alguna en que una cosa sea verdadera mientras
que todo el mundo la toma por falsa.

Si es verdad que yo estoy escribiendo esto en mi
despacho el 13 de julio de 1893, mientras el viento sil-
ba en el exterior, entonces este hecho seguiria siendo
verdadero incluso aunque todos los hombres lo toma-
ran luego por falso (GA, pig. XVD.

Las leyes de la logica no son leyes psicologicas: son
las eternas vallas fronterizas que nuestro pensamiento
puede sobrepasar pero nunca desplazar. La ley de iden-
tidad, por ejemplo, tiene que ser establecida como

Todo objeto es idéntico a si mismo

y Nno como

Es imposible que las personas del afio 1893 reconoz-
can a un objeto como diferente de si mismo.
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Seg(n Frege, el psicologismo conduce al idealismo y
eventualmente al solipsismo.

Si cada hombre designara con el nombre duna» algo
diferente, digamos una de sus representaciones, a la
manera, tal vez, como exterioriza su propio dolor con
la exclamacién «ayb, entonces sin duda el enfoque psi-
cologista estaria ciertamente justificado; pero una dispu-
ta sobre las propiedades de la luna estaria desprovista
de objeto: el uno podria afirmar perfectamente de su
luna lo contrario de lo que el otro diria con el mismo
derecho de la suya... No habria ninguna l6gica a la que
apelar como arbitro en el conflicto de las opiniones
(GA, pig. XIX).

Si queremos abandonar esta subjetividad habremos de
aceptar que nuestro conocimiento no crea lo que cono-
ce, sino que capta lo que ya estd ahi. Cuando capto o
empufio un lipiz se producen en mi cuerpo muchos
cambios fisiologicos, pero esos cambios no son el lapiz
ni crean el lapiz; de manera similar, cuando capto algo
con mi mente, esta captacién puede provocar muchos fe-
noémenos psicolégicos, pero lo que es captado no es
idéntico a esos sucesos de mi vida mental ni creado por
ellos.

La seccion que abre los Grundgesetze, o seccién 0 del
libro, s6lo contiene un par de nociones que afiadir 2 lo
ya dicho. En primer lugar, Frege procede a clarificar la
naturaleza de su objecién a la nocién de «conjunto». Es
un error considerar que un conjunto estd definido por
enumeracién de sus elementos. Frege se muestra dis-
puesto a aceptar la nocién de conjunto a condicién de
que sea equivalente a lo que Boole llamé «clase» y De-
dekind «sistema». Segin Dedekind,

Un tal sistema S [..] estd completamente determina-
do, si para cada objeto estd determinado si es un elemen-
to de S o no lo es. De aqui que un sistema S es el mismo
que un sistema T (en simbolos, S = 7) si todo elemento

190



de S es también un elemento de Ty todo elemento de
T es también un elemento de S (GA, pags. 1-2).

Frege no tiene inconveniente en admitir que ésta es
una nocién aceptable de conjunto o clase. Determina-
mos una clase especificando un concepto (tal vez ano-
tando las caracteristicas de sus componentes) y luego
definimos la clase como la clase de objetos que caen
bajo ese concepto. Con esta definicién no hay dificul-
tad alguna con la nocién de clase vacia: es el conjunto
definido por un concepto bajo el cual no cae ningin
objeto. En cambio, la clase vacia es un absurdo si los
conjuntos vienen determinados por la enumeracién de
sus elementos.

En segundo lugar, Frege subraya explicitamente la
necesidad de atenerse a un uso estricto, e incluso pedan-
te, de las comillas. «Su utilizacién», nos dice, «me permite
distinguir entre los casos en que estoy hablando del sig-
no mismo y aquellos otros en los que hablo de lo que
ese signo representa.» En sus anteriores escritos, Frege no
habia sido siempre tan puntilloso en esta cuestion. Inclu-
so ahora no se detiene en explicitar una nueva conven-
cién que adopta (y que ha empleado a partir de «Fun-
cién y Concepto) sobre la utilizacion de cursivas para
hablar de funciones no lingiiisticas. Las cursivas son tam-
bién utilizadas en los Grumndgesetze y en otros escritos
para acentuar algo o para introducir términos recién de-
finidos. Solo en raros casos este uso puede producir con-
fusion, pero esta situacion ilustra el largo camino que le
quedaba a Frege por recorrer antes de lograr su ideal de
rigurosa exclusion de toda ambigiiedad entre significante
y significado.

La nocién de funcién es introducida en la seccion 1
de los Grundgesetze. En general se la presenta ahora del
mismo modo que en <Funcion y Concepto-. Aqui como
alli, Frege rechaza la idea de que una funcioén es un cier-
to tipo de expresion, y continGa rechazando, como una
segunda salida falsa, la idea de que una funcion sea
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aquello que un dierto tipo de expresion representa. La
esencia de una funcién (tal como (2 — %) + 52 solo se
revela cuando sustituimos la < por numerales. La esen-
cia de la funci6n se muestra a si misma en la conexién
establecida entre los nimeros cuyos signos ponemos en
lugar de la «» y los ntmeros que son las referencias de
las expresiones que formamos mediante estas sustitucio-
nes'. En palabras de Frege:

La expresion de una funcion es por necesidad de
complecion, insaturada. La letra «x sirve sblo para re-
servar abierto un lugar para el numeral que va a com-
pletar la expresion, y de este modo hace reconocible el
particular tipo de necesidad de complecién que consti-
tuye la naturaleza especifica de la funcién acabada de
simbolizar (GA, pags. 5-6).

Frege introduce las nociones de argumento y valor
como en sus anteriores obras, y luego continga:

Obtenemos el nombre del valor de una funcién para
un argumento cuando rellenamos los lugares en el nom-
bre de la funcién con el nombre del argumento.

Asi, por ejemplo, «2 — 1) + 1% es el nombre del ni-
mero 2, compuesto del numeral «1» y del nombre de la
funcién acabada de mencionar.

En el primer pasaje es claro que una expresion fun-
cional, al igual que la funcién misma, es algo incomple-
to e insaturado. Esto se ajusta a la descripcién de fun-
ciones lingiiisticas dada en la Conceptografia, aunque
ahora Frege se desvia un tanto de la caracterizacién de
las funciones dada en su primera obra, ya que entonces

! Tal conexién, dice Frege, estd «epresentada intuitivamente en el
trazado de la curva cuya ecuacion en coordenadas rectangulares es
“y = (2 + 32®a". Anteriormente, en <Funcién y Concepto», no fue la
funcién misma, sino su curso de valores lo que fue comparado con
la curva.
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no podia reflejar una clara distincién entre las funciones
lingiiisticas y las funciones que éstas expresan. Resulta
sorprendente que, tras haber reconocido que un simbo-
lo de funcion tiene que participar por si mismo de la
incompletud de la funcién, Frege contintie hablando en
el segundo pasaje citado de snombres de funcion», pues-
to que, segin la teorfa que hasta ahora ha venido pro-
poniendo, un nombre es un signo completo y saturado.
De aqui en adelante ampliard el uso de mombre» para
incluir en él a las funciones lingisticas, y utilizard «xom-
bre propio» donde antes habia empleado nombre». Por
ejemplo, poco mis adelante dice

Los nombres de objetos, o0 nombres propios, no re-
servan lugares para argumentos; son saturados, como
los objetos mismos (GA, pig. 7).

Mientras hasta aqui ha hablado de «ombres- y de
«predicados», ahora prefiere hablar de snombres propios-
y de «ombres de funcion». La anterior terminologia era
seguramente preferible’.

La expansion fregeana de la nocion matemitica de
funcién, y la extensién de posibles argumentos a todos
los objetos, incluyendo los valores veritativos, es llevada
a cabo en las secciones dos y cuatro de los Grundgese-
tze. Estos pasajes se limitan a abreviar, sin afiadirles nada,
los correspondientes pasajes en <Funcion y Concepto
(véanse pags. 142-143 mas arriba). Sin embargo, en la
seccion tres de los Grundgesetze, hay una notable dife-
rencia entre la manera de introducir aqui los cursos de
valores y el modo en que fueron presentados en <Fun-
cién y Concepto-.

Ahora como entonces, Frege comienza diciendo que

2 Lo que Frege llama «ombre de funcién» no es una expresion
real que ocurra dentro de su simbolismo, sino un patrén discernible
cuando se forma el nombre de un valor a partir del nombre de un
argumento.
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dos funciones tienen el mismo curso de valores si y s6lo
si tienen siempre el mismo valor para el mismo argu-
mento. Pero mientras que en «Funcién y Concepto» pro-
cede inmediatamente a introducir un simbolo especial
para los cursos de valores, en Grundgesetze dice que,
dadas las apropiadas definiciones, la funcién

E=49=062=12

tiene siempre como valor lo Verdadero.

Puesto que, tanto aqui como en «Funcién y Concep-
to,, una funcién cuyo valor sea siempre un valor verita-
tivo es un concepto, podemos llamar extensién de ese
concepto al curso de valor veritativo de una funcién de
este tipo. De aqui que pueda decir Frege que la féormula
anterior es equivalente a <l concepto raiz cuadrada de
4 tiene la misma extensién que el concepto algo cuyo
cuadrado triplicado es 12 (GA, pags. 7-8).

Frege introduce en este punto funciones de dos argu-
mentos. Estas funciones tienen para él doble necesidad
de complecién. Cuando se completa uno de los lugares
de sus argumentos nos queda una funcién de un argu-
mento. Por ejemplo, & + 20) es una funcién de los dos
argumentos § y §; al sustituir «(» por «l» saturamos par-
cialmente esa funcién. Y en su lugar tenemos la funcién
EE + 2), que es una funcién de un argumento. Si satu-
ramos a su vez esta funcion sustituyendo <&» por «3»,
obtenemos el valor 15. «S6lo mediante una segunda com-
plecion, dice Frege, dlegamos a un objeto, y éste es lla-
mado entonces el valor de la funcién para los dos argu-
mentos» (GA, pag. 8).

Algunas funciones de dos argumentos tendrin, para
cualquier par de argumentos, un valor veritativo como
valor. Tal es el caso, dadas las apropiadas definiciones,
de las funciones & = ( y & es mayor que {. Asi como
Frege defini6 al concepto como una funcién de un ar-
gumento cuyo valor es siempre un valor veritativo, del
mismo modo define ahora a la relacién como una fun-
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cién de dos argumentos cuyo valor es siempre un valor
de verdad. Si ®(4, B) es vilida, entonces A estd en la
relacion @€, {) con B.

En la seccién 5 introduce Frege la barra del juicio,
distinguiendo entre verdad y asercion a su manera usual:
la expresion 2 + 3 = 5» meramente denota lo Verdade-
ro; solo cuando se le afnade el signo especial de aser-
cién es cuando esa expresién dice que es verdadera. La
linea horizontal que en la Conceptografia se denomina-
ba «barra del contenidos, es aqui llamada da horizontals
sin més, puesto que, desde que la distincion entre senti-
do y referencia fue introducida, la nocién de contenido
comporta a juicio de Frege una confusién entre pensa-
miento y valor veritativo.

La barra horizontal es de por si un signo de funcion.
De este modo, —A es lo Verdadero si A4 es lo Verdadero;
en caso contrario es lo Falso. Esta definicion significa que
—A es lo Falso no solamente cuando A es lo Falso, sino
también cuando A4 no es en absoluto un valor veritativo.
Asi, el valor de -5 es lo Falso. Esta estipulacion es una
instancia del cuidado que pone Frege en introducir en
sus definiciones el requisito que impida que nombres sin
referencia puedan tener cabida en un lenguaje cientifico
como el de su conceptografia. Ademas, puesto que -£
es una funcién cuyo valor es siempre un valor veritati-
vo, £ es, por la definicion de Frege, un concepto. Un
concepto bajo el cual solamente cae lo Verdadero.

A continuacién Frege introduce el signo de negacion
«—, estipulando que el valor de —& va ser lo Falso para
todo argumento en el que el valor de —<& sea lo Verda-
dero, y lo Verdadero para todos los otros argumentos’.
Asi ——5 = 4)» es equivalente a la proposicién del len-

3 En mi explicacién del simbolismo de la Conceptografia he utiliza-
do una notacién moderna para la negacién. Aqui me he valido del
propio signo de Frege para resaltar Ia relacién entre la negacion y la
barra del contenido y la manera en que la negacion puede ser aplica-
da en el nuevo sistema a elementos que no son proposiciones. En la
notacién moderna, «—5» seria simplemente una férmula mal formada.
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guaje ordinario <5 no es 4». Como cabria esperar, de la
definicion de Frege se sigue que la negacion de una pro-
posicién es una funcién veritativa de esa proposicion, es
decir, que el valor de verdad de la negacién depende
del valor de verdad de lo que es negado. Pero esto no
es todo lo que se sigue de la definicién fregeana. Si lo
que es negado no es una proposicién en absoluto, en-
tonces la negacion resulta ser verdadera bajo su estipu-
lacion. Asi pues, segn la definicion fregeana, «—5» nom-
bra lo Verdadero al igual que lo hace «——(5 = 4. Frege
afirma que la negacién es un concepto bajo el cual cae
cualquier objeto salvo lo Verdadero.

El simbolismo para la generalidad y la nocién de al-
cance son introducidos en los Grundgesetze esencialmen-
te del mismo modo que en la Conceptografia. Las dife-
rencias en la exposicion obedecen exclusivamente a dos
causas: la primera a la nueva estrategia de Frege de tra-
tar a las proposiciones como nombres de valores verita-
tivos, y la segunda a su creciente y escrupuloso cuidado
en afiadir estipulaciones que aseguren que ningln signo,
o combinacién bien formada de simbolos, carezca de
referencia.

Las secciones 9 y 10 son las que marcan un desarro-
llo significativo de los Grundgesetze respecto a la Con-
ceptografia, es decir, en la exposicién del simbolismo
para los cursos de valores, introducido por vez primera
en <Funcién y Concepto-. Si dos funciones, ® y ¥, tie-
nen el mismo valor para cualquier argumento, de suerte
que (x) Px = ¥x, entonces, como ya ha sido estipulado,
las dos funciones tienen el mismo curso de valores. Po-
demos transformar una identidad generalizada en una
identidad de curso de valores.

Esta posibilidad tiene que ser considerada como una
ley légica; una ley que es invariablemente empleada, si
bien de manera tacita, siempre que se entabla una dis-
cusion sobre las extensiones de los conceptos (GA, pa-
gina 14).
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Frege recuerda que en los Fundamentos de la aritmé-
tica habia definido al nimero como la extensién de un
concepto. Ahora explica por qué es esencial dar el paso
desde las identidades generalizadas a la identidad de
cursos de valores. Puesto que un curso de valores es un
objeto, podemos establecer un simple signo para el cur-
so de valor e introducir asi un nombre propio para el
nimero. Sin embargo, en

) (D) = Y(x)

no es posible utilizar un {Gnico simbolo para «®(xh,
puesto que la letra «» tiene que figurar siempre en la ex-
presién que sustituya a «®(x)-.

Al construir signos para cursos de valores, Frege intro-
duce, como ya hiciera en «Funcién y Concepto», el sim-
bolo formado por una letra griega coronada por el sig-
no ’ (el espiritu suave). Asi, £ (€ = 4) es el curso de
valores de la funcion & = 4, o la extensiéon del concep-
to raiz cuadrada de 4, y en general 4®(e)» denota el
curso de valores de la funcién ®€). La introduccién de
una notacion para los cursos de valores», dice Frege, «me
parece ser una de las mds importantes adiciones hechas
a la escritura conceptual desde mi primera publicacién
sobre la materia» (GA, pigs. 15-16).

Cuando esta notacién fue introducida por vez primera
en Funcién y Conceptos, los cursos de valores eran ex-
plicados como algo comparable a las curvas en un grafi-
co. Lo cual inducia a entenderlos como un conjunto de
pares ordenados de argumentos y valores. Pero ahora, en
la aplicacién del simbolismo en los Grundgesetze, Frege
parece mucho mis inclinado a considerar los cursos de
valores de un concepto como la clase de objetos que caen
bajo ese concepto.

La concepcién que ahora tiene Frege de los cursos de
valores es aclarada en la nota 1 de la pagina 18 de los
Grundgesetze. En esta nota sugiere Frege que todo obje-
to pueda ser considerado como un curso de valores, o
sea, como la extensién de un concepto bajo el cual ese
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y solamente ese objeto cae. Un concepto bajo el cual un
objeto A y solamente A4 cae es el concepto § = A. Asi
podriamos sentirnos tentados, dice Frege, a introducir la
estipulaciéon de que &€ = A) sea lo mismo que A. Pero
acto seguido rechaza esta sugerencia, aunque no sobre
la base de que un objeto como, digamos, Julio César sea
muy diferente de un conjunto de pares ordenados del
tipo {Julio César, Lo Verdadero; Augusto, Lo Falso; etcJ’.

La nocién de curso de valores encuentra su aplicaciéon
en la segunda innovacién presentada por vez primera en
los Grundgesetze: la introduccién de una funcién cuyo
papel en la escritura conceptual va a ser similar al del
articulo determinado en expresiones tales como <a raiz
cuadrada negativa de cuatro».

Supéngase que tomamos el ejemplo utilizado en el
capitulo anterior (pag. 180),

4 La explicaci6bn mis clara dada por Frege de como entendia €l en
aquella época la relacién entre los predicados y sus sentidos y refe-
rencias, y entre los conceptos y sus extensiones, aparece no en los
Grundgesetze, sino en una carta dirigida a Husserl en 1891. En ella
expone el siguiente esquema:

Proposicion

Sentido de la
proposicion

Referencia de
la proposicion

(Valor verita-
tivo)

Nombre pro-
pio

Sentido del
nombre propio

Referencia del
nombre propio

(Objeto)

Palabra-con-
cepto

Sentido de la
palabra

Referencia de
la palabra-con-
cepto —
(Concepto)

Objeto que cae
bajo el con-
cepto

Y continta diciendo: «en el caso de la palabra-concepto hay un paso
mas hasta llegar al objeto del que lo hay en el caso de un nombre
propio; y el objeto puede faltar —es decir, el concepto puede ser
vacio— sin que el concepto deje de ser por ello cientificamente Gtil.
Fl dltimo paso desde el concepto hasta el objeto ha sido escrito en
una columna adyacente para indicar que uno y otro estin a un mis-
mo nivel, que los conceptos y los objetos tienen la misma objetivi-
dad (véase FA, pag. 150).
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El hombre que descubri6é el oxigeno fue guilloti-
nado.

Hemos visto que Frege admitia que esta proposicion
solo podia ser verdadera a condicion de que fuera
uno y solamente uno el hombre que descubri6 el oxi-
geno, pero negaba que este hecho fuera afirmado por
todo el que afirmase la mentada proposicion; ese he-
cho era, mas bien, presupuesto. Pero si un y solamen-
te un hombre descubri6 el oxigeno, entonces un y so-
lamente un objeto cae bajo el concepto & descubrio el
oxigeno. Sabemos efectivamente que ese objeto es
Lavoisier. De aqui que el valor de & descubrié el oxi-
geno para cualquier argumento sea el mismo que el
valor de § = Lavoisier para cualquier argumento. Por
tanto, segn la definicion de Frege, los cursos de va-
lores de las dos funciones son los mismos:

(e descubri6 el oxigeno) = d(o = Lavoisier).

Y en general, si un y solamente un objeto A cae bajo
un concepto @, el curso de valores £¢®(e) es el mismo
que el curso de valores (o, = A).

En esta identidad de cursos se apoya Frege para in-
troducir una funcién /§, que corresponda al articulo
determinado en las descripciones definidas. La defini-
cién de esta funcién exige dos estipulaciones, de las
cuales la primera es como sigue. Siempre que el ar-
gumento £ sea un curso de valores idéntico a un cur-
so de valores &(o. = A) que corresponda al objeto A4,
el valor de la funcién es el propio A. De esto se si-
gue que el valor de /(o = Lavoisier) es Lavoisier,
como también lo es de /&(e descubrio el oxigeno),
puesto que estos dos cursos de valores son idénticos.
Por tanto, podemos usar la expresion «£(e descubrid
el oxigeno) como equivalente a «el descubridor del
oxigeno-, y, en general, sustituir la expresion «l ®-or»
por «£D(e).
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Pero la estipulacién acabada de introducir acerca del
valor de /€ es insuficiente para definirlo, si se respeta
la exigencia fregeana de que el valor de toda funcién
esté definido para todo argumento posible. Pues supén-
gase que no hay Gnicamente un objeto que caiga bajo
el concepto @, por ejemplo, que «el ®-or- es «el descu-
bridor del cilculo diferencial». Puesto que Newton y
Leibniz realizaron este descubrimiento independiente-
mente, el curso de valores é(e descubrié el cilculo) no
es idéntico ni a &(o = Newton), ni a &(o = Leibniz). No
hay ciertamente ningGn curso de valores de la forma
&(o = A que sea idéntico al curso de valores del con-
cepto & descubrié el calculo. Para tales casos, Frege
aflade un segundo miembro a su definicién de la fun-
cién /€. Cuando quiera que el argumento de la funcién
no satisfaga la condicién establecida por el primer
miembro, el valor de la funcién serd entonces el argu-
mento mismo. Asi, por ejemplo, el valor de £A(e? = 1)
es justamente £(e* = 1), porque hay mis de una raiz
cuadrada de 1 (GA, pag. 19).

Frege dice que esta estipulacién garantiza que £®(g)
tenga siempre una referencia, tanto en el caso de que la
funcién ®(x) sea o no sea un concepto como en el de
que sea un concepto bajo el cual no cae ningan objeto,
o mis de uno, o exactamente uno. Presumiblemente, si
el argumento de /€ no es en absoluto un curso de valo-
res, sino algln otro tipo de objeto, su sentido queda
igualmente asegurado por el segundo miembro de la
definicién: asi el valor de /Julio César no seri sino el
mismisimo Julio César.

En la seccién 12 de los Grundgesetze introduce Frege
las definiciones de las conectivas veritativo-funcionales.
Empieza por definir el simbolo correspondiente al con-
dicional veritativo-funcional sSi p entonces ¢ (entendido
en el sentido de que o bien p es falso o g es verdade-
ro), luego define el signo correspondiente a «y» (con
0y ¢ definida en efecto como «No es el caso que si
p entonces no ¢), y finalmente la pareja «ni-ni» y la «o»
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inclusiva’®. Estos simbolos son introducidos esencialmen-
te del mismo en que de manera més bien confusa fue-
ron explicados en la Conceptografia y mas claramente en
~Funcién y Concepto-. Pero conviene precisar que de
acuerdo con la nueva pasion de Frege por tratar casi
todos los simbolos como nombres, €l mismo simbolo
«—» tiene el papel de un nombre, el nombre de la fun-
cién de dos argumentos §-C.

Frege observa que la conectiva proposicional «y» pare-
ce ser en su simbolismo menos simple que el signo del
condicional veritativo-funcional, que carece de un corre-
lato verbal, pues la expresion «i ... entonces» es apropia-
da solo en ciertos contextos. Segin Frege, esa relacion
nos parece mis natural en lenguaje ordinario porque
estamos acostumbrados a ella. Desde un punto de vista
logico es dificil decir cual es mis simple; el condicional
veritativo-funcional puede ser definido en términos de
conjuncién y negacion, pero igualmente puede ser defi-
nida la conjuncién en términos de negacion y del condi-
cional veritativo-funcional. La razén que Frege aduce
para tomar al condicional veritativo-funcional como pri-
mitivo es la facilidad de su uso en la presentacién de
inferencias deductivas.

De acuerdo con esto, Frege procede ahora a estable-
cer sus métodos de inferencia. El primero de ellos es su
version del modus ponens. De Ay A—B infiere B. Este,
dice Frege, es el Gnico método de inferencia usado ori-
ginalmente en la Conceptografia y uno puede arreglar-
selas con él solamente; pero para acortar las largas ca-
denas de inferencias es necesario introducir reglas
adicionales. Las particulares reglas que Frege introduce
ahora tienen s6lo un interés histérico, y no es necesario
detenerse aqui en especificarlas.

5 Para los nombres de objetos, Frege no utiliza las variables pro-
posicionales «», «, «m, sino letras griegas mayusculas. Lo cual estd
de acuerdo con su tesis de que las proposiciones son nombres de
valores veritativos.
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La seccién de los Grundgesetze que vuelve a plan-
tear cuestiones de perdurable interés filosofico es la
seccion 21, donde Frege introduce su distincién entre
funciones de primer y de segundo nivel. Vimos en la
Conceptografia que —(x)-(x* = 4» y —(x)-(x es ma-
yor que 0)» pueden ser consideradas indistintamente
como instancias de una expresién mis general «—(x)
—®(x), obtenida al reemplazar la expresién funcional
«@(..)» por las expresiones funcionales «.? = 4 y «.. es
mayor que 0». Supdngase ahora que tenemos una fun-
cién cuyo signo de argumento en «X(&) es reemplaza-
do por «D(E). Frege dice:

Hablamos usualmente aqui de una funcién de fun-
cién, aunque sin rigor; pues si recordamos que las fun-
ciones son fundamentalmente distintas de los objetos, y
que el valor de una funcién para un argumento ha de
ser distinguido de la funcién misma, entonces nos per-
cataremos de que un nombre de funcién no puede
ocupar nunca el lugar de un nombre propio, porque el
nombre de funcién arrastra consigo lugares vacios que
responden a la insaturacién de la funcién. Si decimos
da funcién ®E), entonces no debemos olvidar jamis
que £ pertenece al nombre de funcién sélo en el sen-
tido de que es el que hace reconocible esa insaturacién.
Asi pues, una funcién no puede volver a aparecer como
argumento de la funcién X&), aunque si en cambio
puede hacerlo el valor de una funcién, como por ejem-
plo @(2), en cuyo caso el valor es entonces X(P2) (GA,
pags. 36-37).

El nombre de funcién no aparece realmente en este
caso como argumento de X(&), porque ese nombre ocu-
pa s6lo una parte del lugar para el argumento.

Sin embargo, en «—(x)-P (x> tenemos una expresion
en la cual podemos reemplazar la expresién funcional
«D(&)» por expresiones de funciones de un argumento,
aunque no por nombres de objetos, y tampoco por
nombres de funciones de mis de un argumento. Asi
(%) =(> = 40, y —(x) =(x es mayor que O)» pueden
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ser tomadas ambas como valores de la misma funcion
para diferentes argumentos, pero cuando los argumen-
tos son a su vez funciones, esas expresiones pueden
ser consideradas como funciones de un solo argumen-
to. Una funcion de este tipo es claramente diferente de
una funcién cuyos argumentos son objetos.

Llamamos ahora funciones de primer nivel a las fun-
ciones cuyos argumentos son objetos; y las funciones
cuyos argumentos son funciones de primer nivel pueden
ser llamadas funciones de segundo nivel (GA, pag. 3.

Una funcién de segundo nivel cuyo valor es siempre
un valor de verdad puede ser llamada un concepto de
segundo nivel.

En la seccion 22 ofrece Frege ejemplos de funciones de
segundo nivel. Uno de ellos es @(2). Algunos valores de
esta funcién son nameros; por ejemplo, para el argumento
€ + 1 el valor de Ia funcién es 3. Otros son valores verita-
tivos; por ejemplo, para el argumento &+ 1 =4 el valor es
lo Falso. «Esta funcién de segundo nivel, dice Frege, «€s
distinta del nmero 2 mismo, puesto que, al igual que to-
das las funciones, ésta es insaturada» (GA, pig. 38).

La barra horizontal es utilizada para construir una fun-
cién —®(2) que marque las funciones de 2 cuyo valor
es siempre un valor veritativo. Esta funcién es por tanto
un concepto de segundo nivel al que, segin Frege, po-
demos llamar «propiedad del namero 2». Todos y s6lo
aquellos conceptos de primer nivel bajo los cuales cae
el namero 2, caen bajo este concepto de segundo nivel.

Junto a las funciones de primero y de segundo nivel
existen también conceptos de desigual nivel. Un ejemplo
es la primera derivada de una funcion en el anilisis, que
es una funcion de dos argumentos, el primero de los
cuales debe ser una funcién de primer nivel, y el segun-
do un objeto.

Tenemos también una funcién de desigual nivel con dos
argumentos en —®(&), donde &» ocupa y hace reconocible
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el lugar del argumento de objeto, y «B( )» el del argumento
de funci6n. Puesto que el valor de esta funcién es siempre
un valor veritativo, podemos llamarla una relacién de des-
igual nivel. Es la relacion de un objeto con el concepto bajo
el cual cae (GA, pag. 39).

Un ejemplo de un concepto de segundo nivel cuyo
argumento tiene que ser una funcién de dos argumentos
es la relacién de muchos-a-uno, que aqui se define, si-
guiendo las lineas de Los fundamentos de la aritmética,
como sigue: Si X(&, {) es una relacién tal que a partir
de X(a, b) y X(a, ¢ se sigue universalmente que c = b,
entonces X(§, {) es una relacién de muchos-a-uno.

¢Como vamos a expresar la generalidad respecto a las
funciones de segundo nivel? Aqui estamos nuevamente
ante una innovacién en los Grundgesetze. Comencemos
considerando las funciones de segundo nivel de un ar-
gumento (tales como la de ser una propiedad del niime-
ro dos o la de tener un objeto que cae bajo él). Frege in-
troduce la notacién

M@

como una variable que va a discurrir sobre tales funcio-
nes de segundo nivel con un argumento, de la misma
manera en que f{& discurria sobre funciones de primer
nivel con un argumento. La letra cursiva mayuascula M es
una variable que indica que estamos hablando de fun-
ciones de segundo nivel; la B suscrita sirve para mostrar
que la variable va a discurrir sobre funciones cuyo cam-
po de aplicacién son funciones de un solo argumento; y
la expresién «®(B)» marca el lugar del argumento reser-
vado para la funcién que reemplace a «» —la P sirve
para indicar que la funcién en cuestién tiene que ser
también una funcién con un solo argumento. La variable
que Frege introduce aqui es usada Gnicamente en un lu-
gar en el desarrollo completo de su sistema, en un tnico
axioma que en lenguaje ordinario podria expresarse as:
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Lo que es valido para toda funcién de primer nivel
con un solo argumento, es vilido también para cual-
quier funcion (GA, pag. 42).

La formulacién de este axioma comporta el uso de
una funcién de tercer nivel que sea vilida para las fun-
ciones de segundo nivel, a saber,

QG

Hubiera sido posible introducir una variable como
Myd(®(B,d)) para funciones de segundo nivel que pudie-
ra ser vilida para funciones con mis de un argumento
(tales como la relacion de muchos a uno, o la de ser
simétrica). Pero Frege no lo hace (GA, pigs. 48-49). En
lugar de ello, adopta lo que él llama un modo mis eco-
nomico de expresar la generalidad respecto a esas fun-
ciones tomando al curso de valores de una funci6n
como un sustituto de ella. Puesto que el curso de valo-
res es un objeto, podemos siempre utilizar funciones
cuyos argumentos sean objetos, en lugar de recurrir a
funciones de nivel superior cuyos argumentos sean fun-
ciones de nivel inferior.
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CapiTuLO IX

Grundgesetze der Arithmetik, 11

Tras haber presentado en el primer capitulo de los
Grundgeselze sus signos primitivos, Frege dedica el se-
gundo capitulo al tema de las definiciones. La definicién,
insiste el autor, es meramente un proceso de abreviacion;
y para expresar la definicién introduce, al igual que hizo
en la Conceptografia, el signo |f. Una definicién es una
estipulacién que establece que un signo recién introdu-
cido va a tener el mismo sentido y referencia que un
signo complejo compuesto de signos ya familiares. Asf,
en el texto de Frege, la definicion tendra la siguiente
forma:

|| definiens (antiguo signo complejo) = definiendum
(nuevo signo mds simple).

Tan pronto como el signo ha sido introducido, la de-
finiciébn se convierte en una verdad y puede ser usada
Ccomo una proposiciéon o teorema del sistema.

Después de incorporar el signo de la definicién, Fre-
ge establece reglas para la formacion correcta de nom-
bres en su sistema formal: deberin ser signos introduci-
dos o bien como primitivos o bien por definicién, y
tendrin que obedecer las convenciones acordadas para
el tipo de nombre al que esos signos pertenecen. Todo
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nombre bien formado tiene que tener una referencia; y
este requisito es asegurado mediante un procedimiento
recursivo. Partimos de un conjunto de nombres primiti-
vos y sus referencias, y luego establecemos paso por
paso las reglas para la extension de la esfera de tales
nombires.

Hemos de recordar que por virtud de este artificio en
el desarrollo fregeano, el sentido de la palabra «nombre»
ha adquirido una dimensién extremadamente amplia. Los
nombres propios, que son nombres de objetos, incluyen
proposiciones completas, que son nombres de valores
veritativos; y junto a los nombres propios, hay también
nombres de funciones.

Cuando, por necesidades del propio sistema, Frege se
pregunta en qué circunstancias tienen referencia los
nombres, ya no puede recurrir a ejemplos tomados de
la vida y del lenguaje ordinario, como los utilizados en
Los fundamentos de la aritmética y en articulos como
«Funcién y Concepto» para la exposicion informal de su
filosofia, porque la existencia de objetos como Julio Cé-
sar y la Luna es una cuestibn de hechos empiricos. En
los inicios de la formalizacién de la logica, los Gnicos
objetos cuya existencia cabe dar por garantizada son los
dos valores veritativos, lo Verdadero y lo Falso.

El vocabulario primitivo de los Grundgesetze consta
sblo de los ocho simbolos introducidos en el capitulo
primero. Y ninguno de ellos es nombre de un objeto:
todos son nombres de funciones.

De entre ellos, tres son nombres de funciones de pri-
mer nivel con un argumento:

€, =g,

Dos son nombres de funciones de primer nivel con
dos argumentos:

‘é_)€>’ <x=zy
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Dos son nombres de funciones de segundo nivel con
un argumento:

‘OD(x)  ED(E).

Uno es el nombre de una funcién de tercer nivel.

POMFB.

Partiendo del hecho de que los nombres de valores
veritativos representan alguna cosa, Frege amplia enton-
ces la esfera de los nombres mostrando cémo pueden
formarse otros nuevos a partir de los anteriores insertan-
do un nombre ya existente en el lugar para el argumen-
to de otro nombre que también existia ya. Establece
detalladas estipulaciones para la construccion recursiva
de nombres conforme a este método y muestra como
han de ser aplicadas a los nombres primitivos. Podemos
ofrecer un ejemplo relativamente simple que ilustre su
procedimiento.

El nombre de una funcién de primer nivel con un
argumento tiene una referencia, dice Frege, si el nombre
propio resultante de rellenar el lugar del argumento con
un nombre que tiene una referencia es a su vez un
nombre propio con una referencia. Esto queda verifica-
do, por ejemplo, en el caso del nombre de la funcion
negacion; si colocamos el nombre de un valor veritativo
en el lugar del argumento de —<, el resultado es a su
vez el nombre de un valor veritativo. Esto se sigue de la
definicion de la negacion.

La nocién de nombre propio parece intuitivamente
mis simple que la de nombre de una funcibn; y cierta-
mente se recurre a la primera para aclarar la condicion
de que el nombre de una funcion tenga que tener una
referencia. La razén de que Frege introduzca esta Gltima
condicion antes de haber establecido la exigencia de que
un nombre propio tenga una referencia, reside en que
al comienzo de los Grundgesetze sblo contamos con
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nombres de funcién, y de que los Gnicos objetos nom-
brables son los valores veritativos. Los primeros nombres
propios serdn los axiomas del sistema, que son nombres
de lo Verdadero.

En una exposicion quizi excesivamente prolija, Frege
muestra que cada uno de los ocho nombres primitivos
tiene una referencia. Luego prueba que lo mismo ocurre
con todos los nombres compuestos a partir de los pri-
meros de acuerdo con sus reglas. Y finalmente nos dice
que todo nombre correctamente formado posee no sélo
una referencia, sino también un sentido.

Todo nombre de un valor veritativo asi formado ex-
bresa un sentido, un pensamiento. O sea, por nuestra
estipulacién queda determinado bajo qué condiciones el
nombre denota lo Verdadero. El sentido de este nom-
bre —el pensamiento— es el pensamiento de que estas
condiciones han sido satisfechas (GA, pag. 50).

No todos los nombres son, por supuesto, nombres de
valores veritativos, incluso en este primitivo estadio del
desarrollo de los Grundgesetze. Los signos primitivos, por
ejemplo, son nombres de funciones. Estos signos tienen
también sentidos. En el siguiente pasaje explica Frege
cuiles son esos sentidos:

Los nombres, sean simples o compuestos, que for-
man el nombre de un valor veritativo contribuyen a la
expresion del pensamiento, y esta contribucién de los
componentes individuales es su sentido. Si un nombre
es parte del nombre de un valor veritativo, entonces el
sentido del primer nombre es parte del pensamiento
expresado por el Gltimo nombre (GA, pag. 51).

Estos dos pasajes son de gran importancia filoséfica.
Aqui, en un Gnico parrafo de los Grundgesetze, estin
enunciadas dos tesis que iban a ejercer una enorme in-
fluencia en la filosofia subsiguiente: que el sentido de las
palabras viene dado por su contribucién al sentido de
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las proposiciones en las que las palabras ocurren, y que
el sentido de las proposiciones mismas estd dado por las
condiciones bajo las cuales son verdaderas.

Frege pasa ahora a establecer siete principios para la
introduccion de definiciones. Los mis importantes son
los cuatro primeros aqui discutidos (los tres restantes se
refieren a detalles de la notacion).

1. Todo nombre adquirido por definicion tiene que
tener una referencia, que quedara garantizada si es re-
traducible a los ocho nombres primitivos.

2. Un mismo signo no puede ser definido mas que
una vez, a fin de prevenir la inconsistencia entre defini-
ciones diferentes.

3. El nuevo nombre a introducir ha de ser simple, y
no deberi contener ningtn término que haya sido intro-
ducido en una ocasién diferente; nuevamente esta cau-
tela responde a la eliminacién de la posibilidad de in-
consistencia.

4. El lado izquierdo de la identidad definicional (el
definiens) ha de contener un nombre formado por nom-
bres primitivos o que ya hayan sido definidos, y el sig-
no del lado derecho (el definiendum) ha de contener un
signo que no haya sido empleado previamente. La defi-
nicién introduce al definiendum como un signo de sig-
nificado equivalente que pueda reemplazar a, o ser re-
emplazado por, el definiens.

En el segundo volumen de los Grundgesetze €s don-
de expone Frege con todo detalle sus concepciones filo-
soficas sobre la naturaleza de la definicion (GA, §§ 56-7).
Toda definicion correcta, afirma Frege, debe satisfacer
dos principios: el principio de completud y el principio
de simplicidad. El principio de simplicidad exige que el
simbolo a definir sea simple; el principio de completud
requiere que la definicion misma sea completa.

Frege dice que para que la definicion de un predica-
do sea completa tiene que estipular su ocurrencia en
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todo posible contexto. El concepto expresado por un
predicado ha de tener un contorno bien delimitado; esto
es, tiene que estar determinado para cada objeto si éste
cae 0 no bajo tal concepto. Si hubiera objetos que no se
ajustaran a esta condicién, entonces el concepto carece-
tia de contornos precisos, no habiendo en su lugar mis
que unos vagos limites confundidos con el fondo. De
modo similar, un predicado que expresa un concepto ha
de ser definido de modo tal que, para cada objeto, que-
de determinado si el predicado es o no es verdadera-
mente afirmable del objeto en cuestion.

¢Qué significa aqui ser «determinado~’ ;Tal vez que
s6lo un ser omnisciente podria saber para todos y cada
uno de los predicados, en el caso de cada objeto indivi-
dual, si el predicado era o no era verdadero? Lo que
Frege quiere decir es que la definicién de un predicado
ha de establecer sin la menor ambigiiedad las condicio-
nes bajo las cuales ese predicado es verdadero de un
objeto. Esto serd suficiente para que el predicado, vy el
concepto a €l subyacente, quede determinado, incluso
aunque pueda haber muchos casos en los que nuestra
humana ignorancia nos impida poder decidir si se cum-
plen o no las condiciones establecidas.

Un concepto que no esti completamente definido es,
en este sentido, s6lo un cuasi-concepto, tal como un
nombre propio sin referencia es s6lo un cuasi-nombre.,
Los cuasi-conceptos son intratables por la logica. Ni si-
quiera sus leyes mas bisicas les son aplicables. Tomemos
la ley de exclusion de tercero: o ®(X) 0 no ®(X). Si «D»
no expresa mds que un cuasi-concepto, entonces habri
al menos un objeto X para el cual ni DX} ni —DOXH
serdn vilidos. «Tiene realmente sentido la cuestién ‘So-
mos todavia cristianos’, si esti indeterminado a quién
puede verdaderamente adscribirse el predicado ‘cristiano’,
y 2 quién hay que negirselo (GA, 1I, § 56).

Si exigimos completud en la definicién de conceptos,
el mismo requisito es exigible a las funciones de todo
tipo. Si la expresion <a mitad de...» no estuviera definida
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para todos los argumentos, entonces un concepto como
el representado por el predicado «... es tal que su mitad
es menor que uno- seria también incompleto. Asi pues,
hemos de definir <a mitad de..» de manera tal que da
mitad de la Luna- tenga una referencia definida, cosa que
le falta en el lenguaje ordinario, puesto que queda bas-
tante indeterminado a qué parte de la luna se refiere la
mentada expresion.

Aceptar la condicion de completud comporta muy se-
veras restricciones sobre el proceder de los matematicos.
Era muy frecuente entre ellos definir primeramente una
funcién para un dominio limitado de objetos —por ejem-
plo, los enteros positivos— y mucho mis tarde, tras ha-
ber hecho un amplio uso de la funcién, definirla nueva-
mente para un dominio que incluyera objetos diferentes
—por ejemplo, los enteros negativos y el cero.

Frege insiste en que las definiciones graduales de este
tipo han de ser rechazadas. Si la primera definicion de
la funcion deja abierta la cuestion de qué valores vaya a
tomar como argumentos seleccionados de un dominio
mas amplio, entonces esa definicion esta violando ya el
principio de completud. Si, por otra parte, la primera
definicion es completa en su inicio y ha establecido li-
mites precisos para la funcién, podemos preguntar sila
segunda definicion establece los mismos limites que la
primera u otros diferentes. En el primer caso, la coinci-
dencia de limites es algo que necesita prueba, pues no
puede ser meramente establecido; y hay que evitar las
definiciones que presupongan el desarrollo de una prue-
ba. En el segundo caso, la diferencia entre los limites
significa que las dos definiciones se contradicen entre si.

La definicién gradual socava igualmente los teoremas
que ya han sido probados. Por ejemplo, si la expresion
«raiz cuadrada de 9» ha sido definida con una restriccion
al dominio de los enteros positivos, entonces podemos
probar que hay solamente una raiz cuadrada de nueve.
Pero este teorema se derrumba en el momento en que
extendemos la definicién a los nimeros negativos y te-
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nemos -3 y 3 como raices cuadradas de 9. Y ;cémo sa-
bemos que hay s6lo dos raices cuadradas? ;Estid descar-
tado que alguna definicion posterior no nos obligue a
reconocer cuatro u ocho? i no contamos con una defi-
nicién final, tampoco contaremos con teoremas finales
algunos. No podremos salir nunca de la incompletud y
la vaguedad- (GA, 11, § 61).

Lo que se aplica a los conceptos (funciones con un
argumento cuyos valores son siempre valores veritativos)
ha de aplicarse también a las relaciones (funciones de
dos argumentos cuyos valores son siempre valores veri-
tativos). Si una relacién como mayor que no estuviera
completamente definida, entonces un concepto como
mayor que cero careceria igualmente de definicién com-
pleta. Pero los matemiticos, denuncia Frege, no tienen
reparo alguno en ofrecer definiciones graduales no sélo
de predicados como «.. es mayor que», sino incluso del
8igno «= mismo.

La exigencia de definir funciones matematicas y con-
ceptos para objetos de todo tipo es una carga pesada,
y cabria pensar que es posible obviarla estipulando que
las expresiones para tales funciones tengan una referen-
cia s6lo cuando los argumentos sean nimeros. Consi-
dérese el concepto aigo que sumado a si mismo da uno
cgomo resultado, que viene expresado por el predicado
« + & = 1.,

Bajo esta estipulacién sabremos que «da Luna + la Luna
= 1» no es verdadera, puesto que la Luna no es un nG-
mero. Pero esto no es suficiente para hacer que el signo
de la adicién esté bien definido. Pues, por nuestra esti-
pulacion, {a Luna + la Luna» no tendri referencia, y por
tanto la proposicién «No es el caso que la Luna + la
Luna = 1» tampoco serd verdadera, con lo cual se dard
nuevamente una violacién del principio de exclusién de
tercero.

Hay otro modo de evitar la exigencia de definicién
completa. Cuando establecemos leyes que contienen ex-
presiones definidas solamente para nimeros, deberiamos
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cuidarnos de hacer de la restriccion a los nimeros una
condicién de la ley misma. Asi:

Si a es un nimero y b es un nimero, entonces atb =
bta.

Pero, tras una ligera manipulacion, esta proposicion
permite probar a partir de ella la siguiente:

Si —(a+b = b+a) y a es un namero, entonces b no
es un namero.

Esta segunda proposicion no puede ser propuesta
cuando el dominio esti restringido a los nameros. Pero
si el dominio no esti asi restringido, entonces la clausu-
la antecedente sélo tiene sentido cuando el signo de
adicién ha sido completamente definido.

Por todo ello, Frege concluye que la definicion condi-
cional, al igual que la definicion gradual, tiene que ser
rechazada. <Todo simbolo ha de estar completamente
definido de un plumazo» (GA, 11, § 65).

El principio de simplicidad es presentado por Frege de
manera mucho mis breve que el principio de completud;
sin embargo, es mis dificil de entender, y estd formulado
de dos diferentes modos nada ficiles de conciliar.

En una formulacion, este principio es simplemente
una estipulacién que dice que todo simbolo a introducir
por definicién tiene que ser un simbolo simple, en el
sentido de que no tenga partes que a Su Vez sean sim-
bolos. Cualquier simbolo o palabra tiene, por supuesto,
partes fisicas, pero eso no constituye impedimento algu-
no para la simplicidad mientras esas partes no tengan un
papel asignado en el sistema de simbolos como signos
independientes con significados propios. Asi, aunque el
signo «Platén» contiene las silabas «plato’, ello no impide
que Platén» sea un simbolo simple, puesto que tales si-
labas no desempefian en él el papel simbolico de la pa-
labra «platos. Frege da una razon muy convincente del
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principio asi entendido: si el principio es violado, enton-
ces podria suceder que las partes fueran también defini-
das separadamente y que esas definiciones contradijeran
la definicion del todo.

Sin embargo, Frege establece también su principio de
una manera bastante mds enigmatica: o podemos defi-
nir un simbolo o palabra definiendo la expresién en la
cual ocurren, y cuyas restantes partes son conocidas»
(GA, 11, § 66). Al parecer, lo que aqui se prohibe es un
procedimiento que muy bien podria aplicarse a simbo-
los que no tuvieran partes que a su vez fueran sim-
bolos; un procedimiento, por tanto, que no tiene por
qué violar el principio de simplicidad en su forma obvia,

Frege ofrece dos consideraciones en favor del princi-
pio asi establecido. La primera es que dar la referencia
de una expresién y la referencia de una parte de ella es
insuficiente para determinar la referencia de la parte res-
tante. Obviamente, esto es cierto: no aprendo qué es la
funcién cubo porque se me diga solamente que el valor
de esa funcién es 27 para el argumento 3; ni aprendo el
significado del predicado «... es sabio» porque se me diga
solamente que ese predicado expresa un concepto que
toma el valor Verdadero para el argumento Sécrates.
Pero esta verdad no parece suficiente para establecer el
principio de simplicidad, puesto que lo conecta sélo con
la referencia de las expresiones y no con su sentido. Lo
que primariamente establece la definicién es una co-
nexion entre el sentido, no la referencia, de las expre-
siones; y no se nos ha dado ninguna razén para elimi-
nar la posibilidad de establecer el sentido de una parte
de la expresion aduciendo el sentido del todo y el sen-
tido de las restantes partes.

La segunda consideracién de Frege discurre en tormo
a una metafora. Si fuéramos a definir un simbolo violan-
do este principio,

seria primero necesario investigar —recurriendo a una
metifora del algebra facilmente inteligible— si la ecua-
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cién tiene solucién para lo desconocido, y si lo desco-
nocido estd inambiguamente determinado. Pero, como
ya he dicho mas arriba, no es factible hacer que la co-
rreccién de una definicién dependa del resultado de
una tal investigacion (GA, II, § 66).

Estas palabras parecen afiadir poco a lo que ya se dijo
antes. En términos del ejemplo mis arriba ofrecido, re-
solver la ecuacién corresponde a establecer que bay una
funcién que toma el valor 27 para el argumento 3 (como
es el caso) y que hay solamente una funcién que toma
el valor 27 para el argumento 3 (como no es el caso).
Pero una vez mis nos encontramos hablando de referen-
cia cuando deberiamos estar hablando de sentido.

La metifora algebraica es mis convincente cuando se
la utiliza como advertencia contra el intento de definir
dos cosas en una sola definicién, por ejemplo, definir el
signo igual mientras se esti definiendo lo que hay a su
derecha y a su izquierda. <Para determinar dos cosas
desconocidas no es posible utilizar una tnica ecuacion»
(GA, 11, § 66).

Cabe preguntarse como cuadra el principio de simpli-
cidad, en su segunda forma, con el principio de Los fun-
damentos de la aritmética o buscar nunca el significa-
do de una palabra aislada, sino solo en el contexto de
una proposiciéns. ¢Infringe este nuevo principio la pro-
pia definicibn de nimero de Frege?

Hay ciertamente un problema general en la aplicacioén
del principio de simplicidad fregeano a la definicién de
funciones.

A causa de su peculiar caricter de insaturacién, los
nombres de funciones no pueden, por supuesto, figurar
en solitario en uno de los lados de una ecuacién defi-
nitoria; sus lugares para los argumentos tienen siempre
que ser llenados de una manera u otra. En mi escritura
conceptual, esto se solventd, como ya hemos visto, con
el uso de letras itdlicas, que deben aparecer por tanto
en el otro lado también. En el lenguaje utilizamos en
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cambio pronombres y particulas (-algos, do que», «ello»)
que indican de modo indeterminado. No hay aqui nin-
guna violacién de nuestro principio; porque esas letras,
pronombres, y particulas no representan nada; tnica-
mente indican (GA, II, § 66).

Asi, en lugar de definiciones de funciones, Frege ofre-
ce en los Grundgesetze equivalencias entre cursos de
valores. Efectivamente, la primera funcién definida por
Frege, en el primer volumen, es una funcién cuya im-
portancia se deriva del papel que tiene en su proyecto
de reducir proposiciones acerca de funciones de nivel
superior a proposiciones sobre sus cursos de valores. El
signo a definir es «»: la formula «xN2+ pretende ser una
regimentacion de la expresién informal «x es un miem-
bro de 2. La definicién dice como sigue:

[—Au(—~(®) (4 =g &> - (g (@) =) =dNw

De acuerdo con esta definicién, si se nos da un obje-
to Ay una funcién @ (©), la expresién «A N D) ten-
drd la misma referencia que «®(A»; y ademis (a fin de
englobar los casos sobrantes), para cualquier objeto D'y
cualquier objeto G que no pertenezca a ese rango, la
expresion «DNG serd un nombre para la clase vacial.

Otra funcién que podria sustituir 2 @ (€) es &€ + e).
Los valores de esta funcién son siempre cursos de valo-
res. El curso de valores de esta funcién serd por tanto
un curso de valores doble, digamos &&(o. > €). Un doble
curso de valores para una funcién con dos argumentos
que sea una relacién serd tomado como la extensién de
esa relacion. De aqui que Frege pueda servirse de su
nueva notacién cuando tenga que usar propiedades de
relaciones para construir niimeros.

A continuacién procede Frege a definir, con ayuda de
su notacién M, una serie de funciones que ya utilizé en

! W. y M. Kneale, El desarrollo de la logica, Madrid, Tecnos, 1972.
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Los fundamentos de la aritmética para definir tanto al
ntimero como a los nimeros individuales. En primer lu-
gar, en la seccion 37, introduce un signo para la relacion
de muchos-a-uno, v en la seccién 38 recuerda la defini-
cién de equivalencia entre conceptos dada en los Fun-
damentos. Ahora introduce la palabra -mapeo» para ex-
presar lo que hace una relacion cuando correlaciona, en
correspondencia de muchos-a-uno, los objetos que caen
bajo el concepto F con los objetos que caen bajo el
concepto G. Si a un concepto cuya extension es I', lo
llamamos un concepto-I', a una relacién cuyo concepto
es A la llamamos un concepto-A, y a una relacion cuya
extension es V, una relacion-V, entonces podemos decir
que la relacion-V mapea €l concepto-I" sobre el concep-
to-A. Si dos conceptos van a ser equivalentes, el mapeo
ha de darse en las dos direcciones; esto es, no s6lo debe
la relacion-V mapear el primer concepto sobre el segun-
do, sino que la relacién que es la conversa de V debe
mapear el segundo concepto sobre el primero.

Al igual que en los Fundamentos, Frege utiliza aqui el
concepto de equivalencia para definir el ntmero
del concepto-T' como la extension del concepto equiva-
lente al concepto-T'. Y luego procede a definir al nime-
fo 0 como el numero que pertenece al concepto cuya
extension es &(—e=¢), y al nimero 1 como el nimero
que pertenece al concepto cuya extension es & = 0). La
relacion sucesor v la relacién ancestral son también defi-
nidas, con alteraciones minimas, del mismo modo que
en los Fundamentos.

Una vez establecidas las funciones, las reglas de infe-
rencia y las definiciones de su sistema, Frege puede aho-
ra derivar los teoremas de sus axiomas. Y es lo que hace
en el tercer capitulo.

Los axiomas, o principios, que dan titulo a la obra,
estan aqui presentados en un simbolismo moderno, en
el que generalmente no hay necesidad de recurrir a las
barras de juicio ni a las barras horizontales de Frege. Las
equivalencias verbales para cada uno de los axiomas no
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son exactas, pues sOlo tienen un caricter de claves que
ayuden al lector a captar la intencién de Frege.

L. a>b—a (si a, entonces si b entonces a).

Ha. (J){fx)>fla) do que vale para todo objeto, vale
para cualquier objeto particular).
Ib. (NDM(ABN—M, (fB) (o que vale para toda fun-

cion monédica de primer nivel vale para cualquier fun-
cién de ese tipo).

L. g(a = b—-@gl(Hb—fa)l. (Hay un principio, llama-
do a veces de indiscernibilidad de los idénticos, que
dice: si () a es idéntico a b, entonces (i) lo que vale
para b vale para a. Este axioma dice que si una funcién
vale para (i), entonces vale para (i). La negacién es una
funcién, de aqui que si (i) es falsa, entonces (ii) es falsa;
lo cual nos da también la identidad de los indiscerni-
bles.)

IV. «(=a = —b)—(-a = -b) (si no es el caso que el
valor veritativo de & sea el mismo que el valor veritativo
de no b, entonces ay btienen el mismo valor de verdad;
O, POCO MAs O menos, si No p, entonces p).

V. Cefe) = "o g () = (o)) = g(x) Gsi los cursos de
valores de dos funciones son idénticos, entonces el valor
de una funcién para un argumento dado es siempre el
mismo que el valor de la otra funcién, y viceversa).

VI. a = /€ (a = e) (un objeto A es la sola y tGnica cosa
que es idéntica a A).

Estos axiomas estin disefiados para introducir por tur-
no los signos primitivos: en primer lugar el condicional,
luego los cuantificadores para objetos y funciones, des-
pués el signo para la identidad, a continuacién el de
negacion, mis tarde el signo para los cursos de valores,
y finalmente el operador de descripcién. A partir de es-
tos axiomas, medijante un limitado y especificado ntme-
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ro de modelos de inferencia, Frege se embarca en la
tarea de derivar la totalidad de la logica y de la aritmé-
tica. Las definiciones que ha dado, sostiene Frege, no
suministran ningGin material basico adicional, pero ayu-
dan a abreviar las pruebas.

Anteriormente observamos que el aparato de los
Grundgesetze no permite realmente la definicion de fun-
ciones. En lugar de definiciones de funciones, Frege ofre-
ci6 equivalencias entre cursos de valores. El recurso a
este procedimiento ha sido posible por el axioma V, que
permite transformar una igualdad de validez general en-
tre dos funciones en una identidad entre sus cursos de
valores. Asi pues, hemos de preguntarnos cémo la intro-
duccién de cursos de valores resiste los rigurosos cano-
nes de definicién de Frege, tal como son establecidos en
el segundo volumen de esta obra y que ahora acabamos
de resumir.

Frege neg6 constantemente que los objetos pudieran
ser creados por definicion. NingGn matemitico podria
enumerar una lista de propiedades y luego decir: cons-
truyo una cosa que va a tener estas propiedades. Pero
Frege niega que su procedimiento conduzca a esta situa-
cién: él se estd limitando a dirigir la atencién sobre algo
que es comun a dos funciones que tienen siempre el
mismo valor para el mismo argumento y a dar el nom-
bre de «curso de valores» a ese elemento com(n. La
transformacién permitida por el axioma V no debe ser
considerada como una definicion.

Ni la palabra «mismo», ni la palabra «curso-de-valores»,
o un simbolo complejo como ¢ (), ni la reunion de
ellos, estin definidos por medio de ese axioma. Porque
la proposicion

el curso de valores de la primera funcién es el mis-

mo que el curso de valores de la segunda funcién
es compleja, y contiene como parte la palabra «mismo»,
que debe ser considerada como completamente conoci-
da. Similarmente sucede con el simbolo (&) = £€¥(e),
que es ya conocido (GA, II, § 146).
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Frege admite inmediatamente que si su introduccién
de la nocién de curso de valores tuviera el caricter de
una definicion, entonces violarfa su principio de simpli-
cidad. Pero es un error, afirma, considerar como defini-
ciones la introduccion de los signos primitivos; pues «s6lo
lo que es légicamente complejo puede ser definido; lo
que es simple puede solamente ser mostrado». Y conti-
naa diciendo que al introducir cursos de valores no esta
haciendo nada realmente diferente de lo que otros ma-
temdticos han hecho al hablar de dos funciones coinci-
dentes, o de las extensiones de los conjuntos.

Frege tiene seguramente razon al decir que la expli-
cacién de los cursos de valores viola sus cinones de
definicion; pero es dificil ver qué razén tiene para ne-
gar que lo que nos estd ofreciendo es una definicion.
La nocién de curso de valores no es simple, sino com-
pleja; y el simbolismo que la representa depende, de
un modo que los otros simbolos biasicos desconocen,
de caracteristicas de simbolos introducidos con anterio-
ridad®.

Al denunciar las violaciones de sus cinones por parte
de otros matemiticos —la disimulada introduccién de dos
signos en una sola definicién, por ejemplo— dice Frege:

Esta penumbra es el requisito de muchos matemati-
cos para la realizaciébn de sus malabarismos y trucos
logicos. Los objetivos que pretenden alcanzar por este
camino son indefectiblemente alcanzados mediante
nuestra transformacién, por el Axioma V, de una igual-
dad de validez general en una igualdad entre cursos de
valores (GA, II, § 67).

Pero el uso que hizo Frege del axioma 5, lejos de
tornar la penumbra en claridad, iba a hundir su propio
y entero sistema en una oscuridad completa.

2 Aunque hay que decir que, a la luz de la interdefinibilidad de
las funciones veritativas, la nocién de simplicidad logica que Frege
esta aqui aduciendo es en todo caso una nocién oscura.
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Hacia el final del primer volumen de los Grundgeset-
ze, Frege establece con gran detalle sus reglas de infe-
rencia: todas ellas forman un sistema bastante mis com-
plicado que el de la Conceptografia, pero permite
transitar con mas facilidad de los axiomas a los teoremas.
No vale la pena recorrerlas aqui en detalle, puesto que
estin formuladas atendiendo a las peculiaridades particu-
lares del sistema fregeano. Dado que los Grundgesetze
son una sistematizacién de la légica formal, hay muchos
y mis elegantes caminos para alcanzar su objetivo. Sin
duda, lo que Frege perseguia no era tanto la formaliza-
cién de la légica como la prueba de que la aritmética es
derivable de sus axiomas, ninguno de los cuales parece
envolver el menor elemento que no sea puramente 16gi-
co. Tampoco tiene mucho sentido seguir aqui el curso
de las pruebas que Frege ofreci6. Pues poco antes de la
publicacién del segundo volumen de los Grundgesetze
se descubri6 que habifa una grieta fatal en el sistema.

En junio de 1902, Bertrand Russell, que estaba redac-
tando un libro sobre los principios de la matemitica en
el que hacia un uso considerable de las ideas de Frege,
escribié a éste sefialindole una manifiesta contradiccién
en su sistema. Russell planteaba la siguiente cuestion:
Supdngase que w es el predicado «.. es un predicado
que no puede ser predicado de si mismo». ;Puede w ser
predicado de si mismo? Sea cual sea la respuesta que
demos, estamos en un callején sin salida. Y continuaba
formulando la correspondiente paradoja sobre las clases.
Fue esta paradoja la que sumi6 a Frege en la mis pro-
funda consternacién cuando llegé a sus manos. Asi es
como expone el propio Frege la paradoja de Russell:

Nadie estaria dispuesto a afirmar que la clase de los
hombres sea un hombre. Tenemos aqui una clase que
no pertenece a si misma. Digo que algo pertenece a
una clase cuando cae bajo el concepto cuya extensién
es esa clase. Fijemos ahora nuestra atenciéon en el con-
cepto: clase que no pertenece a si misma. La extension
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de este concepto (si podemos hablar de su extension)
es asi la clase de las clases que no pertenecen a si
mismas. Para abreviar, la llamaremos la clase C. Pregun-
temos ahora si esta clase C se pertenece a si misma.
Supongamos primero que si se pertenece. Si algo per-
tenece a una clase, entonces cae bajo el concepto cuya
extension es esa clase. Asi, si nuestra clase se pertene-
ce a si misma, entonces es una clase que no se perte-
nece a si misma. Nuestra primera suposicién conduce
asi a una contradiccién. Supongamos ahora que nuestra
clase C no pertenece a si misma; entonces cae bajo el
concepto cuya extensioén es ella misma, y por tanto se
pertenece 2 si misma. De nuevo volvemos a desembo-
car aqui en una contradiccion (GA, II, Apéndice).

Con toda justificacién, Frege cayd en un abatimiento
profundo cuando recibi6 la carta de Russell. Su corres-
pondencia con él durante el verano y el otofio de 1902
muestra a los dos fil6sofos empefiados en encontrar una
solucién al problema. Frege insistia en mantener las li-
neas fundamentales de su sistema, y eventualmente pen-
s6 que habia encontrado un modo de apuntalario. En
octubre escribi® un postscripto al segundo volumen de
los Grundgesetze, entonces en prensa. El volumen apa-
recid en 1903 con el postscripto, que comenzaba asi:
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Dificilmente puede caber mayor desgracia para un es-
critor cientifico que tener resquebrajado uno de los pi-
lares de su edificio despues de haber terminado la obra.

Esta era la posicién en que me coloco una carta del
Sr. Bertrand Russell justamente cuando la impresion de
este volumen estaba a punto de editarse. Se trata de mi
Axioma V. Nunca se me ha ocultado que carecia de la
evidencia que los otros axiomas poseen y que con toda
propiedad debe exigirse a una ley logica. Y de hecho
asi indiqué este punto débil en el Prefacio al vol. I
(pag. viD). De haber conocido algiin sustituto, con gusto
hubiera prescindido de este pilar. E incluso ahora no
alcanzo a ver como puede ser establecida cientificamen-
te la aritmética; de qué manera pueden ser aprehendi-
dos los nimeros como objetos logicos y sometidos a



revisién si no nos estd permitido —al menos condicio-
nalmente— pasar de un concepto a su extension®. ;Pue-
do hablar siempre de la extensién de un concepto
—hablar de una clase? De no ser asi, ¢c6mo reconocer
los casos excepcionales? De la coincidencia en exten-
sibn de un concepto con la de otro concepto, ;pode-
mos inferir siempre que cualquier objeto que caiga bajo
uno de los conceptos cae igualmente bajo el otro? Es-
tas son las cuestiones planteadas por la comunicacién
del Sr. Russell (GA, 1I, pag. 253).

Fl axioma V de Frege, como se recordari, era:
@f(® = dg @) = () = g x)

Esta proposicién nos dice que si los cursos de valores
de dos funciones son idénticos, entonces el valor de una
funcién para un argumento dado es siempre el mismo
que el valor de la otra funcion: podemos dar el paso
desde una clase a la funcién correspondiente. Y, a la in-
versa, también nos dice que si el valor de una funcion
para un argumento dado es siempre el mismo que el
valor de la otra funcién para el mismo argumento, en-
tonces los cursos de valores son idénticos: podemos dar
el paso desde una funcién a la clase correspondiente.
Frege tom6 la paradoja de Russell como evidencia de
que no podemos transformar una identidad de cursos de
valores en una identidad general. Sin embargo, penso
que la paradoja no destruye la posibilidad de transformar
una identidad general en una identidad de cursos de

3 fiste era un punto sobre el que Frege habia cambiado de pare-
cer. En Los fundamentos de la aritmética, tras haber definido el nG-
mero que pertenece al concepto F como la extension del concepto
«equivalente al concepto F, afiade en una sorprendente nota a pie
de pagina: «Creo que en lugar de “extension del concepto” podria-
mos escribir simplemente “concepto”™ (FA, pag. 180). Y esto lo repi-
te, sin la menor vacilacién, en «Concepto y objeto» (CO, pig. 243).
Es dificil reconciliar esta despreocupacion con la insistencia de Frege
en afirmar que los nimeros son objetos.
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valores. De acuerdo con ello modificd el axioma V de
manera que permitiera la transicibn de una identidad
general a nivel de la funcién a una identidad entre cla-
ses, pero que no permitiera ya la correspondiente transi-
cion entre clases y funciones. Este debilitamiento blo-
quearia, a su juicio, la formulacién de la paradoja
russelliana y permitiria sin embargo que la aritmética fue-
ra derivada de la légica como él proponia.

No hay necesidad de explicitar la modificacién intro-
ducida por Frege en su sistema, que le llevé al fracaso
por dos caminos. En primer lugar, el debilitamiento del
axioma invalidaba las pruebas de una serie de importan-
tes teoremas, por ejemplo el teorema de que todo na-
mero natural tiene un sucesor. En segundo lugar, aunque
la paradoja de Russell no puede ser probada en el siste-
ma, es posible probar dentro del sistema (como el légi-
co polaco Lesniewski mostr6 en 1930) que no hay dos
objetos distintos, lo cual es inconsistente con la tesis de
que lo Verdadero y lo Falso son dos objetos distintos.

Ninguno de estos hechos era conocido por Frege cuan-
do el segundo volumen de los Grundgesetze fue publica-
do, pero parece verosimil que llegara a tomar conciencia al
menos del primero hadia el afio 1906*. A partir de esta fe-
cha y hasta muy poco antes de su muerte no volvié a es-
cribir nada sobre los fundamentos de la matematica; en una
carta habl6 del completo fracaso que habia acomparfiado a
sus intentos de dlarificar la naturaleza del nGmero. Llegd in-
cluso a abandonar su idea fundamental de que los ntime-
ros eran dases o conjuntos. En un articulo no publicado y
escrito por el afio 1924 habl6 de la tentacién que el lengua-
je engendra en nosotros de formar nombres propios a los
que no corresponde ningln objeto. Y continuaba asf:

Un ejemplo particularmente indicativo de esto es la
formacién de un nombre propio segin el modelo de Ja

* Aqui sigo la exposicién de Dummett en Frege, Philosopby of
Mathematics, Londres, Duckworth, 1991, pig. 6.

226



extension del concepto @, por ejemplo, da extension
del concepto estrelle. Debido al articulo determinado,
esta expresion parece designar un objeto; pero no hay
objeto alguno para el que esta frase pudiera ser una
designacion lingtisticamente apropiada. De aqui han
surgido las paradojas de la teoria de conjuntos que han
asestado un golpe mortal a la propia teoria conjuntista.
Yo mismo cedi a esta ilusibn cuando, en mi intento de
proporcionar una fundamentacién légica para los nime-
ros, traté de interpretar los nlimeros como conjuntos (NS,
pags. 288-289).

En su Gltimo afio de vida, Frege volvid a la posiciéon
kantiana que se habia empefiado en refutar al comienzo
de Los fundamentos de la aritmética: puesto que la arit-
mética era a priori, pero habia resultado no ser analitica,
tendria que estar basada, al igual que la geometria, en
la intuicién.

En su dltimo articulo, <NtGmeros y Aritmética», habla
con desprecio de «ntimeros de jardin de infancia» —los
nGmeros que dan respuesta a la cuestién «Cuantos®, y a
cuya elucidacién habia dedicado los mejores afios de su
vida. Una vez habia creido, nos dice ahora, que era
posible conquistar el entero dominio de los nimeros si-
guiendo una linea puramente logica que partia de los
nameros de jardin de infancia; pero ahora se da cuenta
de su enorme error:

Cuanto mis he pensado en ello, mis convencido he
quedado de que la aritmética y la geometria han naci-
do del mismo suelo, que es ciertamente el geométrico,
de suerte que la entera matemitica es propiamente geo-
metria. S6lo bajo esta concepcién se nos manifiesta la
matematica en la total unidad de su esencia. El contar,
que ha surgido psicologicamente de una demanda de la
vida prictica, ha extraviado a los eruditos (NS, pagi-
na 297).
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CariTuLO X

Investigaciones logicas, 1

Entre los afios 1918 y 1923 publicd Frege tres articu-
los en una revista alemana, Beitrdge zur Philosopbie des
deutschen Idealismus. Sus titulos pueden ser traducidos
como +El Pensamiento, {La Negacién- y «Composicion de
Pensamientos». Proyectados como capitulos de un futuro
libro que habria de llamarse Investigaciones logicas, los
tres ensayos fueron reunidos y publicados postumamen-
te en 1975 bajo ese mismo titulo'. Estos articulos repre-
sentan lo mas acabado de los sucesivos intentos de Fre-
ge de presentar su filosofia de la logica desarrollada en
un todo sistemiatico. Igualmente han sido publicados con
posterioridad algunos otros bosquejos que sobrevivieron
a la muerte del autor. En lo que sigue me cefiré al cur-
so de la exposicion de los ensayos publicados, aunque
alguna que otra vez suplementaré sus argumentos con
material extraido de los bosquejos inacabados.

Estos tres ensayos finales son los de mis facil lectura
de todos los escritos fregeanos. Raramente se recurre e€n
ellos al simbolismo, y la propia escritura conceptual de
Frege esta totalmente ausente. Al lector introducido en la

! Las Jnvestigaciones logicas» se encuentran incluidas en el libro:
G. Frege, Ensayos de semdntica y filosofia de la logica, compilacion,
traduccién e introduccién de Luis M. Valdés, Madrid, Tecnos, 1997.
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filosofia analitica del siglo xx, las cuestiones filoséficas
que aqui trata Frege le resultarin mis inmediatamente
familiares que las que ocuparon su atenciéon durante los
periodos inicial y medio. Sin embargo, muchos de los
principales temas de estos ensayos han venido forman-
do parte de las ensefianzas de Frege desde los tiempos
de la Conceptografia.

Ello es particularmente evidente desde el comienzo
del ensayo «El Pensamiento», un renovado ataque al psi-
cologismo en logica. La tarea de la logica, dice Frege,
es discernir las leyes de la verdad. Pero hay dos clases
de leyes: prescriptivas y descriptivas. Las leyes morales
y civiles prescriben lo que debe hacerse; pero con fre-
cuencia la conducta real de la gente no se conforma a
ellas. Las leyes de la naturaleza establecen caracteristi-
cas generales de los sucesos naturales, y lo que sucede
no puede dejar de conformarse a tales leyes. Las leyes
de la logica se parecen mis a las leyes de la naturale-
za que a las leyes civiles, aun cuando desembocan en
prescripciones sobre como deberiamos pensar y reali-
zar inferencias.

¢Se ocupa la légica de leyes del pensamiento? Aqui
hay que volver a introducir una distincién. Si hablamos
de las leyes logicas como leyes del pensamiento, enton-
ces estamos pensando en leyes que, como los principios
de la moral o las leyes del Estado, prescriben cémo he-
mos de actuar, y no en leyes que, como las de la natu-
raleza, definen el curso real de los sucesos. El modo real
en que los seres humanos piensan no siempre se ajusta
a las leyes de la logica, como tampoco su conducta obe-
dece siempre a la ley moral (NS, pag. 157).

Por deyes del pensamiento» podemos entender, sin
embargo, leyes psicologicas que describen procesos men-
tales y que relacionan éstos con sus causas. Una ley de
este tipo no seria una ley légica, puesto que no haria
ninguna distincién entre pensamientos verdaderos y pen-
samientos falsos: el error y la supersticion tienen sus
causas al igual que la tiene el conocimiento correcto.
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El campesino cuya fortuna estd ligada, para bien o
para mal, con el clima, busca los medios de determinar
por anticipado cémo va a ser el tiempo. No es de ex-
trafiar que intente ligar las fases de la luna con las va-
fiaciones climiticas y se pregunte si una luna llena no
anunciard un cambio de tiempo. Si esto llega a confir-
marse... a partir de ese momento creeri que el tiempo
esta conectado con la luna, y esta creencia arraiga en
él porque los casos que hablan en favor de ella le de-
jan una impresion mayor que aquellos que no se fijan
tan firmemente en su memoria; y el campesino piensa
que ahora conoce este dato por experiencia (NS, pagi-
nas 2-3).

El éxito de la teoria de la evolucién puede suscitar tal
vez la cuestiébn de si las leyes del pensar humano han
evolucionado. Una inferencia que es vilida en este mo-
mento, ;o serd también dentro de miles de afios, o lo fue
en los lejanos tiempos de la prehistoria? (NS, pag. 4).

Esta pregunta envuelve claramente una confusion entre
las leyes que dicen como piensa de hecho la gente y las
leyes de la inferencia valida. La tarea de la logica es des-
cubrir las leyes de la verdad, no las leyes del pensar. Ni
que decir tiene que, una vez descubiertas, las primeras
suministrardn la base para las leyes prescriptivas del pen-
samiento y quizd también un elemento en la explicacion
causal de los procesos mentales reales (P, [pag. 58I°).

La légica se ocupa por tanto de las leyes de la ver-
dad. Asi pues, ¢qué es la verdad? ;es una propiedad? ;O
una relacién? Algunos pensadores han propuesto que la
verdad es una correspondencia entre una representacion
(una figura fisica o mental, por ejemplo) y lo represen-
tado. Pero lo que una figura fisica representa depende
de la intencién —que es algo mental— del que la crea.

* Para el criterio de paginacién de los ensayos de filosofia de la
légica tratados en este capitulo, véase la primera nota de la pagina
de abreviaturas en las referencias a las obras de Frege que figura al
principio de este libro [N. del TJ.
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La correspondencia completa entre una representacion
mental y una realidad fisica es imposible; por tanto, nada
podria ser totalmente verdadero si la verdad consistiera
en una correspondencia.

Por otra parte, si definimos a la verdad como una
suerte de relacién o caracteristica, siempre cabe plantear-
se la cuestién de si es verdad que la representacién en
cuestion posee la caracteristica especificada o estd en la
relacién apropiada. <Y asi estariamos en la situacién de
un hombre colocado sobre un ingenio que da un paso
adelante y hacia arriba, pero el escalén que acaba de
subir cede y el hombre vuelve a caer donde se encon-
traba antes- (NS, pag. 146). Nos vemos obligados a con-
cluir que el contenido de la palabra «erdadero» es sui
generis e indefinible (P, [pag. 60D.

La indefinibilidad de la verdad es un tema recurrente
en los escritos iniciales y finales de Frege. Pero en la
teoria de su periodo medio, la verdad no era una pro-
piedad de nada; mis bien lo Verdadero era un objeto
que todas las proposiciones verdaderas nombraban. Aho-
ra vuelve a acariciar la idea de que la verdad sea una
propiedad, aunque una propiedad indefinible.

Si la verdad es una propiedad indefinible, jde qué es
una propiedad? La verdad o falsedad de las figuras o
imagenes —si dejamos a un lado el sentido de «verdad»
en el cual es equivalente a «autenticidad— se reduce a
la verdad o falsedad de las proposiciones que expresan
sus contenidos. Asi pues, ¢diremos que la proposicién es
la portadora real de la verdad? Bien, una oracién es una
serie de sonidos que tiene un sentido; y cuando decimos
que una proposicién es verdadera, lo que realmente
queremos decir es que su sentido es verdadero. La ver-
dad de una oracién queda preservada cuando se la tra-
duce a los diferentes sonidos de una lengua extranjera,
y es concebible que el mismo conjunto de sonidos fuera
verdadero en una lengua y falso en otra (NS, pag. 141).
Hay oraciones que no pueden ser clasificadas como ver-
daderas o falsas —las 6rdenes, por ejemplo. Estas ora-
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ciones tienen sentido, pero Frege niega que expresen
pensamientos (P, [pag. 62]). Un pensamiento es el senti-
do de una oracién o proposicidn asertérica. Por tanto, es
el pensamienio el que es el portador primario de la ver-
dad y la falsedad; y ciertamente esto es lo que entende-
mos por un pensamiento, «algo respecto a lo cual tiene
absoluto sentido la cuestion de la verdads.

¢Qué mis puede decirse de un pensamiento, ademas
de ser portador de la verdad y la falsedad? En primer
lugar, es imperceptible para los sentidos. Se lo obtiene
envuelto, dice Frege, en el perceptible ropaje de una
proposicién, y asi podemos acceder a él: la proposicion
expresa el pensamiento. Cuando el filésofo quiere hablar
de pensamientos no le es posible exhibirlos directamen-
te ante su audiencia como un minerilogo puede mostrar
un cristal de cuarzo: tiene que presentarlos arropados
bajo una forma lingiiistica (P, [pag. 66, n. 4D.

Si la verdad es una propiedad de los pensamientos, y
los pensamientos son imperceptibles, entonces la verdad
no puede ser una propiedad sensible, como un perfu-
me, un sabor, o un color. Pero, :no vemos, por ejemplo,
que el sol ha salido, y por tanto vemos que es verdad
que el sol ha salido? No: vemos el sol naciente; pero que
el sol bha salido no es algo que nosotros veamos, aunque
lo aceptamos como verdadero sobre la base de lo que
vemos. Si nos apetece decir que vemos que una flor tie-
ne cinco pétalos, entonces no estamos usando la pala-
bra «ver» para registrar una experiencia visual; lo que con
nuestra expresion significamos estd entremezclado con
los procesos de pensar y de juzgar (NS, pag. 149). Y hay
muchas verdades cuya aceptacién no estd basada en
impresiones sensoriales; por ejemplo, que no huelo nada
en el momento presente. Pero esta imperceptible propie-
dad de los imperceptibles pensamientos no deja de ser
una propiedad extrafia por demis.

La oracién «Huelo aroma de violetas tiene justamente
el mismo contenido que la oracion <Es verdad que huelo
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aroma de violetas». Asi pues, parece que no se ha afiadi-
do nada al pensamiento porque le adjunte la propiedad
de la verdad. Pero con todo, ¢no se produce un gran
resultado cuando después de muchas dudas y laboriosas
investigaciones el cientifico puede finalmente decir: Lo
que habfa conjeturado es verdadero? (P, [pag. 61D.

La verdad es tan sui generis que tal vez ni siquiera
pueda llamirsela realmente propiedad en absoluto.

Frege compara a veces el predicado «verdadero» con
el predicado «bello». A diferencia de la verdad, la belle-
za admite grados: una cosa puede ser mis bella que
otra. Lo que es verdadero, es verdadero con indepen-
dencia de que nosotros reconozcamos que lo sea; lo
que es bello, es bello para la persona que lo experi-
menta como tal. Cuando pretendemos objetividad en
los juicios sobre lo bello, lo que estamos sosteniendo
es que algo serd considerado bello por cualquier ser
humano normal, « ninguno de nosotros puede hurtar-
se al pensamiento de que él es tan semejante al ser
humano normal que se cree autorizado a hablar en
nombre de éste» (NS, pag. 143). Pero la normalidad
misma, mantiene Frege, es relativa a tiempos y lugares.
No ocurre asi con la verdad.

En este punto retoma Frege una distinciéon familiar al
lector desde sus primeros escritos: la distincién entre
pensamiento y asercion. Las oraciones «La puerta estd
abierta» y «Esta abierta la puerta? tienen, segn Frege, el
mismo contenido y expresan el mismo pensamiento, el
pensamiento de que la puerta esti abierta; pero la pri-
mera proposicién afirma ademis que su contenido es
verdadero, mientras que la segunda incorpora la pregun-
ta por la verdad de su contenido®. Es claramente posible

? Frege podria haber llegado a decir que la proposicién «Abre la
puerta- tenia también el mismo contenido, pero que, ademis, exigia
que el contenido se hiciera verdadero. Pero en lugar de ello, aunque
sin razén convincente alguna, negaba que las oraciones imperativas
expresasen pensarnientos.
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expresar un pensamiento sin declarar que sea verdade-
ro. Es igualmente posible tener un pensamiento en la
mente sin aceptarlo como verdadero. Hemos de distin-
guir por tanto entre tres diferentes operaciones: @D la
captacion de un pensamiento —el pensar—; (2) el reco-
nocimiento de la verdad de un pensamiento —el juz-
gar—; y (3) la manifestacion de ese juicio —el aseverar.

Para expresar una asercion, la palabra «werdadero» no
es ni necesaria ni suficiente. En la vida real, la asercion
«p» dird exactamente lo mismo que la asercion ¢ es ver-
dadero»; y en las situaciones ficticias, como en el esce-
nario, «p es verdadero» no sera una asercion mas real que
«». De aqui, nuevamente, que nada parece que se afia-
da al pensamiento por el hecho de atribuirle la propie-
dad de la verdad.

Como con frecuencia ha hecho antes, Frege distingue
entre un pensamiento y lo que él llama el colorido que
envuelve a la expresion de éste. El lenguaje cientifico pre-
senta los pensamientos, por asi decirlo, en blanco y negro;
pero en los asuntos humanos, las proposiciones suelen re-
vestir a los pensamientos de coloreados ropajes, con mani-
festaciones de sentimientos, interjecciones y expresiones
como <Ayb O «A Dios gracias-, o recurriendo al uso de pa-
labras cargadas de sentido como «hucho- en lugar de lisa
y llanamente «perro». Estos rasgos de las proposiciones no
afectan a su verdad: una proposicién que contenga la pala-
bra «hucho en lugar de «perro- no se convierte en falsa
meramente porque la persona que la pronuncia no sienta
el menosprecio que la primera expresa (NS, pag. 152).

Cuanto menos colorido tenga un texto cientifico, mas
facil es traducirlo de un lenguaje a otro; y cuanto mas
color poético posea, mas dificil serd verterlo con fideli-
dad. La gramitica de los lenguajes naturales es una mez-
cla de elementos logicos y psicologicos; de no ser asi,
todos los lenguajes tendrian la misma gramatica. Esto es
lo que hace la traduccién dificil, aunque también signifi-
ca que el aprendizaje de diferentes lenguas nos ayuda a
aislar el blanco-y-negro del sentido légico de las diver-
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sas clases de colores con las que pueda estar animado.
El colorido puede ser de importancia fundamental para
la belleza de una frase, pero la belleza no es la verdad,
ni la verdad belleza (P, [pag. 63]; NS, pag. 154).
Algunas formas de las oraciones (por ejemplo, el uso
de un verbo en voz pasiva en lugar de activa) pueden
obedecer a razones de énfasis, sin que ello afecte a sus
valores veritativos. Otras formas pueden servir para rela-
cionar el pensamiento expresado por la proposicién con
otros pensamientos que no estin expresados en ella.

Con la oracién «Alfredo no ha llegado todavia» se dice
efectivamente «Alfredo no ha llegado~ y ademss se sugie-
re, pero solamente se sugiere, que se espera su llegada.
No puede decirse que el sentido de la oracién sea falso
porque no se espere la llegada de Alfredo (P, [pag. 64]).

La cuestién que estos ejemplos ilustran es ya familiar:
el contenido de una oracién va con frecuencia mis alld
del pensamiento que esa oracién expresa®. Pero Frege
lleva la cuestibn a un punto que jamis habia sido inves-
tigado hasta ahora en profundidad:

El mero texto que puede ser retenido por la escritu-
ra o el fon6grafo no es suficiente para la expresion del
pensamiento (P, [pag. 64D.

Lo que aqui estid considerando Frege son las compli-
caciones introducidas por los tiempos verbales y por
expresiones como «hoy», aqui» y «yos.

Si una oracién contiene un verbo en presente para
indicar tiempo (como en «Esti nevando»), entonces es
necesario saber en qué momento se utiliz6 la oracién
para captar el pensamiento expresado por ella. Por tan-
to», dice Frege, de manera no muy feliz, «l tiempo de

3 En la anterior terminologia de la Conceptografia podria decirse
que el contenido de una proposicién incluye algo mas que su conte-
nido judiciable.
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emisién es parte de la expresion del pensamientos.
Y contintia diciendo que algo similar sucede con el uso del
pronombre en primera persona. <Yo tengo hambre» dicho
por Pedro expresa un pensamiento diferente del que
expresa <Yo tengo hambre» dicho por Pablo. Uno puede
ser verdadero y el otro falso. Parece obvio decir, como
mias tarde hace Frege, que la persona que expresa un
pensamiento es una circunstancia que forma parte de la
expresién de ese pensamiento. Pero en cualquier caso,
tenemos en estas dos oraciones un ejemplo de que una
y la misma proposicién puede, en contextos diferentes,
expresar un pensamiento diferente.

Segin Frege, la situacién opuesta puede darse tam-
bién. Si yo digo el 9 de diciembre «Estaba nevando ayer,
expreso el mismo pensamiento que si el 8 de diciembre
hubiera dicho «Esti nevando hoy». Y presumiblemente
Frege habria dicho lo mismo de las expresiones <T tie-
nes hambre» usada por mi y <Yo tengo hambre» usada
por ti. Estamos aqui ante el caso en que dos proposicio-
nes diferentes pueden, en diferentes tiempos o en dife-
rentes bocas, expresar €l mismo pensamiento.

Para ilustrar el problema con el pronombre en prime-
ra persona, Frege da un ejemplo particularmente compli-
cado que aqui podemos exponer en forma ligeramente
simplificada. Supdngase que un cierto Dr. Brian Smith
dice a uno de sus pacientes, Matthew, <Yo he sido heri-
do». Tres dias después, Matthew dice a sus amigos Mark,
Luke y John, «Brian Smith ha sido herido-. (Expresa esta
proposicién el mismo pensamiento que el expresado por
el propio Brian Smith tres dias antes?

Frege no da una respuesta inmediata: en lugar de ello
invita al lector a considerar los pensamientos generados en
las mentes de los que escuchan la proposicion. Lo que los
amigos de Matthew entiendan por esa proposicién puede
depender de lo que cada uno de ellos supiera de ante-
mano. Mark, otro paciente del Dr. Smith, entenderi la
proposicién del mismo modo que Matthew. Pero Luke,
que no sabe absolutamente nada del Dr. Smith, no la
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entendera igual. Ni tampoco John, que s6lo sabe del
Dr. Smith que es la persona que naci6 en el Castillo de
Balmoral el 25 de diciembre de 1898 —un hecho que
desconoce Matthew. Asi, mientras Mark tiene respecto a
Brian Smith el mismo pensamiento que Matthew, John tie-
ne uno diferente, y Luke no tiene absolutamente ninguno.

Frege dice que dos personas en la situaciéon en que
se encuentran Matthew y John no hablan el mismo len-
guaje con respecto a un nombre propio tal como «Brian
Smith». Aunque al utilizar ese nombre los dos se refieren
de hecho al mismo hombre, no saben que lo estin ha-
ciendo asi. De aqui que uno y otro asocien sentidos di-
ferentes a la proposicién «Btian Smith fue herido». John
podria aceptar como verdadera la proposicién de Ma-
tthew «Brian Smith fue herido» aunque no creyera que su
Brian Smith estaba en absoluto herido.

La conclusién que Frege extrae de este complicado
ejemplo es:

Seglin esto, en un nombre propio tiene importancia
el modo como se da a través de él el objeto designa-
do. Esto puede suceder de diferentes maneras, y a cada
una de tales maneras le corresponde un sentido parti-
cular de la oracién que contiene un nombre propio. Los
diferentes pensamientos que resultan de las mismas ora-
ciones coinciden ciertamente en sus valores de verdad,
esto es: si uno de ellos es verdadero, entonces todos
son verdaderos, y si uno de ellos es falso, entonces
todos son falsos. Sin embargo, ha de admitirse su diver-
sidad (P, [pag. 66D.

Si queremos evitar dificultades de este tipo tendremos
que estipular que para cada nombre propio deberia ha-
ber justamente una sola manera de darse el objeto de-
signado.

La conclusiéon de Frege puede ser considerada como
un reestablecimiento parcial de la distincién entre senti-
do y referencia que ya conocemos desde <Funcién y
Conceptor. Pero Frege procede ahora a realizar una apli-
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cacién particular de esa distincién que lo lleva a un nue-
vo, y peligroso, fundamento. Tratando al pronombre en
primera persona, «YOo», COmMO un nombre propio, investi-
ga sobre el modo de presentacién asociado con él.

Todo el mundo, dice Frege, «estid presente a si mismo
de una forma especial y primaria en la que no esta pre-
sente a ningan otro-. En consecuencia, cuando el
Dr. Smith piensa que él ha sido herido, ese pensamiento
descansa en esta forma primaria de darse uno a si mis-
mo. Solamente él puede captar el sentido de este pen-
samiento, puesto que sblo él es quien puede represen-
tarse a si mismo en esta forma tan especial.

Pero no puede comunicar un pensamiento que solo él
puede captar. Por consiguiente, si él dice ahora <Yo he
sido herido-, tiene que usar el <Yo- en un sentido que
pueda ser captado por los demis, mis 0 menos en el
sentido de «Aquel que en este momento les habla~, con lo
cual se sirve de las circunstancias que acompafian a su
emision para la expresion del pensamiento (P, [pag. 66D.

Asi pues, el pensamiento que el Dr. Smith comunica a
los demis es bastante diferente del que €l mismo posee.

Frege llega aqui a una conclusiébn que contradice a
una de sus propias tesis centrales. A lo largo de su vida,
en su lucha por sentar la distincién entre psicologia y
l6gica, habia venido insistiendo en que aunque las ima-
genes mentales pudieran ser privadas, los pensamientos
eran propiedad comtn de todos nosotros. De acuerdo
con sus propios principios, un pensamiento acerca de un
ego privado que fuera incomunicable no seria en abso-
luto un pensamiento. Pero en lugar de rechazar la ente-
ra nocion del ego cartesiano, se aventura a presentar en
términos fuertemente cartesianos una inequivoca doctri-
na de dos mundos, uno exterior y piblico, y otro inte-
rior y privado.

Las cosas perceptibles del mundo fisico nos son acce-
sibles a todos: cada uno de nosotros puede ver las mis-
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mas casas y tocar los mismos arboles. Pero junto al mun-
do exterior, dice Frege, hay un mundo interno de senso-
impresiones, imigenes y sentimientos, de deseos y an-
helos. Para los fines que aqui nos importan, llamemos
wepresentaciones» a todos esos elementos. Frege estable-
ce cuatro tesis relativas a las representaciones.

(1) Las representaciones son imperceptibles. T no
puedes ver mis impresiones visuales: ni tampoco puedo
YO, porque no son cosas que yo vea, sino cosas que yo
tengo.

(2) Las representaciones pertenecen a alguien. Las ra-
nas en el campo existen con independencia de que yo
las mire o no; pero no podria haber un dolor, una dis-
posicidon o un deseo vagando por el mundo si no hu-
biera nadie que sufriera, estuviera dispuesto a, o deseara
algo.

(3) Las representaciones necesitan un poseedor. Mu-
cho de lo que Frege dice respecto a este punto parece
ser simplemente un reforzamiento de lo que ya plan-
ted en el punto 2. Si hay algo nuevo que afiadir, pare-
Ce consistir en esto: que pertenecer a una conciencia
particular no es justamente una propiedad que esté aso-
ciada a una representacién independientemente identi-
ficable, sino que se trata de algo que es esencial a la
identidad de la representaciéon misma. Una representa-
ci6én no es simplemente como un 4tomo que no pudie-
ra existir ajslado y tuviera que darse en conjuncién con
alguna molécula, aunque pudiera ser identificable como
elemento integrante de varias y diferentes moléculas.
(Esta posibilidad queda quizi abierta en la segunda de
las tesis.)

Es imposible comparar mi impresién sensorial con la
de otro cualquiera. Para ello habria de exigirse que se
unieran en una sola conciencia una impresiéon sensorial
que perteneciese a una conciencia y una impresién sen-
sorial que perteneciese a una conciencia distinta. Ahora
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bien, aun si fuera posible hacer desaparecer una repre-
sentacién de una conciencia y al mismo tiempo surgir
en una conciencia distinta, con todo, quedaria sin res-
ponder la pregunta de si se trataba de la misma repre-
sentacién. El ser contenido de mi conciencia pertenece
de tal manera a la esencia de cada una de mis repre-
sentaciones que toda representacion de algin otro,
justamente en tanto que tal, es diferente de las mias
(P, [pag. 67D.

Es imposible para los seres humanos comparar las re-
presentaciones propias con las de otro. Me paseo junto
a un fresal. Cojo una fresa y la sostengo entre mis de-
dos. Mi compafiero y yo vemos la misma fresa; pero
segin Frege cada uno de nosotros tiene una representa-
cién diferente. Y esto conduce a su cuarta tesis.

(4 Toda representacion tiene solamente un portador;
no hay dos personas que tengan la misma representa-
cién.

Tras haber delineado con estas tesis las caracteristicas
del mundo de las representaciones, Frege vuelve a reafir-
mar su constante conviccién de que los pensamientos no
son representaciones. Al igual que yo, otras personas
pueden admitir el teorema de Pitigoras. Pero no se pue-
de decir de los pensamientos, como se puede decir de
las representaciones, que cada pensamiento requiere un
portador, y que el pensamiento pertenece a la concien-
cia de ese portador y a ninguna otra. Si ése fuera el
caso, no existiria una cosa tal como la ciencia; solamen-
te mi ciencia, y tu ciencia, y la ciencia separada de Tom,
Dick y Harry. Asi, hemos de reconocer que los pensa-
mientos no pertenecen ni al reino de lo interior ni al de
lo exterior.

{Un tercer reino», concluye Frege, «iene que ser admi-
tido». Los habitantes de este reino comparten con las
representaciones la propiedad de ser imperceptibles por
los sentidos, y con los objetos fisicos la propiedad de ser
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independientes de un portador. El teorema de Pitagoras
es atemporalmente verdadero y no necesita ningGn por-
tador; no comenzé a ser verdadero en el momento en
que se lo descubri6 o demostré por vez primera (P, [pa-
gina 69]. Asi como yo no creo un 4rbol por el simple
expediente de mirarlo, tampoco genero un pensamiento
por el mero hecho de pensar; y menos aGn el cerebro
segrega pensamientos como el higado segrega bilis
(NS, pig. 149).

Al igual que yo, otras personas pueden captar pen-
samientos: no somos portadores de nuestros pensa-
mientos como lo somos de nuestras representaciones.
No tenemos pensamientos de la misma manera que te-
nemos representaciones; ni percibimos pensamientos tal
como vemos estrellas. Los pensamientos son lo que
nosotros captamos. Lo que es captado estd ya ahi, y
todo lo que nosotros hacemos es tomar posesion de él.
Por supuesto, si un pensamiento es captado, tendri que
haber alguien que lo capte; pero la persona que lo
capta es la portadora del pensar solamente, no del pen-
samiento. Sin duda alguna, cuando un pensador capta
un pensamiento, hay algo en la conciencia del pensa-
dor que se orienta al pensamiento —tal vez una ima-
gen mental de una proposicién que expresa ese pen-
samiento. Pero esto no debe ser confundido con el
pensamiento mismo. Captar un pensamiento es bastan-
te diferente de crear un pensamiento. Y nuevamente, la
verdad de un pensamiento es bastante diferente de mi
aceptacion de su verdad.

El trabajo de la ciencia no consiste en un crear, sino
en un descubrir pensamientos verdaderos. El astrénomo
puede aplicar una verdad matemdtica al investigar even-
tos acaecidos con mucha anterioridad y que tuvieron
lugar cuando, al menos en la tierra, nadie habia reco-
nocido atin esa verdad. Y puede hacerlo asi porque el
ser verdadero de un pensamiento es atemporal. Por lo
tanto, esa verdad no se pudo haber originado solamen-
te con su descubrimiento (P, [pag. 76].
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Podemos tomar posesion de los pensamientos, y €sto
podria parecer que va en contra de su atemporalidad,
pero el pensamiento no queda alterado porque se actGe
sobre él, del mismo modo que la luna no resulta afecta-
da por el hecho de que tengamos o no tengamos noti-
cia de ella (NS, pag. 150).

Los pensamientos, aunque objetivos y no subjetivos
como las representaciones, no son activos de la manera
causal en que lo son los objetos en el mundo fisico. En
este mundo, una cosa que actda sobre otra y la cambia,
es a su vez accionada y transformada. No ocurre asi en
el mundo atemporal en el que habita el teorema de Pi-
tagoras.

Pero ¢no es el pensamiento de que el drbol esta cu-
bierto de hojas verdes un pensamiento que va a ser fal-
so dentro de seis meses, y ello probaria que hay cambio
en el mundo de los pensamientos? No, dice Frege. La
proposicién <Este arbol estd cubierto de hojas verdes»
puede tornarse en una proposicion falsa; pero lo que
esto muestra es, a lo sumo, que el pensamiento expre-
sado por la proposicion puede cambiar. En realidad, a la
oracién le falta una especificacién de tiempo, y por lo
tanto no acierta a especificar un pensamiento.

Solamente una oracién con la determinacioén tempo-
ral incluida y completa en todos sus aspectos expresa
un pensamiento. Pero ese pensamiento, cuando es ver-
dadero, no lo es s6lo hoy o mafiana, sino atemporal-
mente verdadero (P, [pag. 76D.

Lo que es eterno e inmutable no puede actuar sobre
nosotros ni ser actuado por nosotros. Aunque nuestra
captacion de un pensamiento es, por supuesto, algo que
se da en el tiempo. Esta captacion es inesencial para el
pensamiento mismo, pero tiene importancia para noso-
tros y para el mundo en que vivimos. El captar el teore-
ma de Pitagoras y juzgar que es verdadero puede llevar-
me a tomar una decisién que produzca la aceleracion de
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ciertas masas. Frege termina su ensayo sobre el pensa-
miento con uno de sus mayestiticos pasajes:

Los grandes acontecimientos de la historia universal,
¢podrian haberse realizado de otro modo que por la co-
municacién de pensamientos? Y con todo, nos sentimos
inclinados a considerar los pensamientos como no ac-
tuales, puesto que parecen ser inactivos en los proce-
sos, mientras que el pensar, juzgar, expresar, compren-
der, todo hacer, en suma, es asunto propio de los
hombres. jCuin completamente diferente aparece la ac-
tualidad de un martillo comparada con la de un pensa-
miento! jCuin diferente es el proceso de entregar un
martillo al de comunicar un pensamiento! El martillo
pasa de estar en poder de uno a estar en poder de
otro, es agarrado, experimenta una presién. Con ello, su
densidad, la disposicién de sus partes, se modifica lo-
calmente. Nada de esto sucede en el caso de un pen-
samiento. Al ser comunicado, el pensamiento no aban-
dona los dominios del que lo comunica, puesto que, en
el fondo, el hombre no tiene ningGn poder sobre él. El
pensamiento, al ser captado, provoca solo, en principio,
cambios en el mundo interior del que lo capta, pero el
nicleo de su esencia permanece intacto, puesto que los
cambios que experimenta solamente atafien a las pro-
piedades inesenciales. Falta aqui algo que reconocemos
por todas partes en la naturaleza: la accién reciproca.
Los pensamientos no son completamente inactuales,
pero su actualidad es de un género completamente di-
ferente de la de las cosas. Y su actuar es provocado por
una accién del que piensa: sin ella serian inactivos, al
menos hasta donde podemos ver. Y, sin embargo, el
que piensa no los crea, sino que debe tomarlos como
son. Pueden ser verdaderos sin ser captados por alguien
que piensa e, incluso asi, no son completamente inac-
tuales, al menos si pueden ser captados y, de este
modo, puestos en accion (P, [pag. 77D.

«El Pensamiento» contiene una de las raras y prolon-
gadas incursiones de Frege en el campo de la epistemo-
logia o teorfa del conocimiento. Cualquiera que manten-
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ga, como hizo Frege en este ensayo, que nuestra vida
mental transcurre dentro de un mundo interior privado
tiene que enfrentarse en un momento u otro a la cues-
tién: ¢Qué razobn hay para creer que exista una cosa tal
como un mundo exterior? En sus Meditaciones, Descar-
tes utiliza argumentos escépticos para purificar temporal-
mente al lector de la creencia en algo mis alli del mun-
do de las ideas; luego se ocupa de restaurar la fe del
lector en el mundo externo mediante el recurso a la
veracidad de Dios. En este ensayo, Frege acepta la dis-
tinciébn cartesiana entre materia (el mundo de las cosas)
y mente (el mundo de las representaciones). Al igual que
Descartes, acepta la necesidad de dar una respuesta al
idealismo escéptico, la tesis de que nada existe excepto
las ideas.

Pero ;qué sucederia si todo fuese solamente un suefio,
[..] solamente una obra de teatro representada en el esce-
nario de mi conciencia? (P, [pag. 69D. Me veo paseando
por un campo verde con un compafiero; pero quizi el mun-
do de las cosas esti vacio y yo solo tengo representacio-
nes cuyo portador soy yo mismo. Si es mi representacion
el Gnico objeto de mi conciencia, entonces, por lo que a
mi saber respecta, no hay ningin campo verde (pues un
campo no es una representacion, y ademis no hay repre-
sentaciones verdes), ni tampoco un compaiiero (pues los
seres humanos no son representaciones). Para todo lo que
yo sé, no hay ni siquiera representaciones fuera de las que
yo poseo (pues no puedo saber de ninglin otro que las
tenga). ¢Puedo incluso acariciar la hipotesis de que haya
representaciones distintas de las mias? Hasta cuando pien-
so que hay una representacion de la que yo no soy por-
tador, ¢no la convierto con ello en objeto de mi pensar y
la transformo, por tanto, en representacion mia?

Frege concluye:

O es falsa la proposicion de que solo lo que es re-
presentacion mia puede ser objeto de mi contempla-
cién, o todo mi saber y conocer se restringen al 4mbito
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de mis representaciones, al escenario de mi conciencia.
En este caso yo sblo tendria un mundo interior y no
sabria nada de las demis personas (P, [pag. 70D.

La ciencia no ofrece salida a este dilema; por el con-
trario, puede conducir a un escepticismo reforzado. Un
psicologo podrd explicar como depende la conciencia de
las fibras nerviosas y de las células ganglionares, co6mo
la impresi6n visual de un arbol es producida por rayos
de luz que al refractarse en el ojo y tocar las terminacio-
nes nerviosas visuales desencadenan los procesos del
sistema nervioso. Pues bien, suponiendo que los nervios
visuales han sido apropiadamente estimulados —sea por
luz refractada, o por medios eléctricos—, serd producida
la idea del arbol tanto si existe como si no existe el 4r-
bol. Por otra parte, la estimulacién del nervio visual no
es algo que esté dado; es una hipétesis. Por todo lo que
sabemos, la impresion visual es susceptible de ser cau-
sada mediante diversos medios.

Si llamamos representacién a lo que ocurre en nues-
tra conciencia, entonces lo que nosotros experimenta-
mos de hecho son representaciones, no sus causas.
Y si el dentifico quiere evitar toda mera hipb6tesis, en-
tonces sblo le quedan las representaciones: todo se di-
suelve en representaciones, incluso los rayos de luz, las
fibras nerviosas y las células ganglionares de las que él
habia partido (P, [pag. 71D.

De seguir este curso de razonamiento escéptico, no
parece que me quede nada excepto yo y mi conciencia.
Pero jrealmente me experimento a mi mismo como cosa
distinta de mis representaciones? ;Tal vez no soy yo mis-
mo mis que una representacion?

Es como si estuviera tendido en un sofi, como si
viera las puntas de un par de botas lustradas, la parte
de arriba de unos pantalones, un chaleco, botones, par-
te de una chaqueta, en particular las mangas, dos ma-
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nos, algunos pelos de barba, el petfil borroso de una
nariz. Y esa completa reunién de impresiones visuales,
ese conglomerado de representaciones, ¢es lo que soy
yo mismo? (P, [pig. 71D.

Si es asi, si lo que llamo «yo» es una representacion,
cen qué se diferencia de otras representaciones, COmo,
por ejemplo, de la que tengo de la silla que esta frente
a mf? Pero ;qué derecho me asiste a seleccionar una de
mis representaciones y constituirla en portadora de las
otras? ;Por qué hay que tener un portador de represen-
taciones en absoluto? Un portador tendria que ser algo
esencialmente distinto de las representaciones que él
guarda; mas si todo es una representacion, entonces no
hay portador alguno de representaciones.

Con esto llegamos 2 un callejon sin salida. Si no hay
ningGn portador de representaciones, entonces tampoco
hay representaciones; la dependencia de un portador era
una de las caracteristicas por las que la nocién de «re-
presentacion- fue introducida. No puede haber experien-
cia sin alguien que experimente, o un dolor sin alguien
que lo sienta. El dolor es necesariamente sentido, y lo
que es sentido tiene que tener alguien que lo sienta. Si
esto es asi, entonces hay algo que no es una represen-
tacién mfa, y que sin embargo puede ser objeto de mi
pensamiento, a saber: yo mismo.

Al igual que Descartes, Frege prosigue este curso de
razonamiento hasta desembocar en un cogifto, ergo sum:
Yo tengo representaciones, por tanto yo existo. En uno
y otro caso, el primer objeto no ideal cuya existencia es
establecida es el yo, el portador de representaciones, la
sustancia en la que las cogitationes inhieren. Pero, asi
como hay una similaridad, hay también una diferencia
entre ambos filosofos. Frege distingue entre tener una
representacién y captar un pensamiento, mientras que en
la terminologia de Descartes yo podria registrar cualquie-
ra de estas dos actividades con el verbo «cogito. Para
Frege, la significacion de la indubitabilidad del yo no se
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apoya tanto en el hecho de que éste suministre un suje-
to no ideal que se ocupe de mi pensar, sino mis bien
€n que me proporciona un objeto no ideal sobre el cual
yo puedo pensar. Y esto refuta la tesis de que solo lo
que pertenece al contenido de mi conciencia puede ser
objeto de mi pensamiento.

Cuando establezco algo acerca de mi mismo, mi jui-
cio se aplica a algo que no es una idea. Ademis, mi
juicio no necesita estar basado en una idea; por ejem-
plo, cuando afirmo que en este momento no siento do-
lor. (Frege utiliza proposiciones sobre la ausencia de
dolor para refutar el idealismo respecto a la conciencia,
tal como habia usado proposiciones sobre el niimero
cero para refutar el empirismo en matematica.)

Si puedo pensar sobre mi mismo, puedo pensar so-
bre los otros también. Puedo construir proposiciones so-
bre mi hermano que no son proposiciones sobre mi re-
presentacién de mi hermano. Si puedo pensar sobre
otras personas, puedo pensar sobre las representaciones
de otras personas. Dos médicos pueden discutir sobre el
dolor de uno de sus pacientes. Ninguno de ellos tiene
el dolor, sino sblo el paciente. Pero para los dos, el do-
lor que ellos no tienen es un objeto comtn de pensa-
miento. Pueden, ciertamente, tener una representacion
del dolor del paciente, es decir, alguna imagen que aso-
cian con el pensamiento del dolor. Tal representacién es
sin duda parte de las conciencias de los doctores; pero
no es el objeto de su reflexién o lo que ellos estin tra-
tando de eliminar. La imagen, dice Frege, es simplemen-
te una ayuda para la reflexién, como pueda serlo un
dibujo (P, [pag. 73D.

El pensamiento sobre cosas de las que uno no es el
portador es esencial para contar con un entorno. Pero,
dirfa el idealista escéptico, sno puede ser esto un error?
{No puedo yo estar equivocado al pensar que mi herma-
no es un objeto de pensamiento independiente de mi
representacién? Con seguridad, responde Frege, comete-
mos errores. «Con el paso que doy para ganarme un en-
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torno, me estoy exponiendo a mi mismo al riesgo de
error» Podemos obtener certeza sobre nuestro mundo in-
terior, pero s6lo una gran probabilidad de ella respecto al
mundo exterior. Que esa probabilidad es efectivamente
muy alta viene mostrado por la existencia de la historia,
de la filosofia moral, de la religioén y de las ciencias.

Esta respuesta final al idealista escéptico sorprenderi
al lector por su debilidad extrema. Al reconocer que toda
proposicién sobre el mundo no es nada mis que proba-
ble, Frege esti concediendo demasiado al escéptico; al
recurrir a la validez de la religién y la ciencia, le estd
pidiendo concesiones que no tiene derecho a demandar.
La respuesta fregeana al escepticismo cartesiano no con-
vence mis que la del propio Descartes, a la que se pa-
rece mis de lo que a primera vista puede parecer. Ha-
biendo aceptado ambos filésofos una division entre un
mundo publico de cosas fisicas y un mundo privado de
la conciencia humana, buscan reunir lo que ellos han se-
parado recurriendo a un tercer mundo: la mente divina
en el caso de Descartes, y €l mundo de los pensamien-
tos objetivos en el caso de Frege.

En uno y otro caso, el error fatal estuvo en la acepta-
cién de la dicotomia inicial. No hay dos mundos, sino
uno solo, al que pertenecen tanto los objetos fisicos iner-
tes como la conciencia, el pensar, los seres humanos.
Frege estaba equivocado, y pec6 contra su propio prin-
cipio cardinal de separar los pensamientos de las repre-
sentaciones al aceptar que la conciencia nos proporcio-
na contenidos incomunicables y certidumbres que no
pueden ser compartidas. Como Wittgenstein iba a de-
mostrar mas tarde, la identificacion de incluso el mis
privado de los elementos de la conciencia depende de
manera esencial de conceptos que han sido desarrolla-
dos para su uso en el solo y tGnico mundo pablico en
el que nos comunicamos mediante un lenguaje compar-
tido.
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CariTuLo XI

Investigaciones logicas, 1l

El ensayo «La Negacion» de 1919 parte de la obser-
vacién hecha en «El Pensamiento» de que el pensamien-
to contenido en una oracién interrogativa es el mismo
que el expresado por la oracion asertérica que respon-
de a esa cuestion. Asi, para Frege, la oracién «Invadié
César la Gran Bretafia? tiene el mismo sentido que «Cé-
sar invadi6 la Gran Bretafia» y contiene el mismo pen-
samiento.

La respuesta correcta a la pregunta en este ejemplo es
Sh, Pero supdngase que la pregunta bajo nuestra consi-
deracion tuviese un «No» por respuesta correcta, como €n
«Invadi6 César Irlanda’. En este caso el pensamiento
expresado por la oraci6n interrogativa y por la asertorica
es falso en ambos casos. {Como es posible esto? Si los
pensamientos fueran entidades subjetivas al igual que las
ideas, no habria el menor problema respecto a la exis-
tencia de pensamientos falsos. Pero un pensamiento €s
para Frege algo objetivo que los individuos captan pero
no crean. ;Cémo puede haber entonces pensamientos
falsos? Si los pensamientos son objetivos, es natural pen-
sar que el ser de un pensamiento esti en su ser verda-
dero. En tal caso, la expresién «pensamiento falso- es
equivalente a «pensamiento no-existente» y no nos esta-
ria permitido decir «Que tres es mayor que cinco es fal-
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so», pues el sujeto gramatical de esta proposicién seria
vacio. De manera similar, «Es tres mayor que cinco no
tendria sentido alguno.

En el caso de esta dltima cuestibn vemos inmediata-
mente que la respuesta es no. Pero, ;qué sucede con la

pregunta
Es (21/20)'® mayor que ¥(10%)?

En este caso, que la cuestién tenga o no sentido de-
pende al parecer de su respuesta, que tiene que ser cal-
culada primero. Pero seguramente tiene que ser posible
captar el sentido de una pregunta antes de responderla,
pues en otro caso no seria posible en absoluto respues-
ta alguna. O, abordando el asunto desde la otra direc-
cion, si la verdad fuera parte del contenido de una pro-
posicion interrogativa, entonces en el momento de captar
el sentido de la proposicién podria verse que era verda-
dera. Plantear una pregunta equivaldria a responderla.
Por tanto debemos abandonar la creencia de que el ser
de un pensamiento consiste en su ser verdadero. Exis-
ten cosas tales como pensamientos falsos.

Estos pensamientos, que quizd mis tarde resulten fal-
sos, tienen su justificacién en la ciencia y no pueden ser
tratados como si no tuviesen ser. Piénsese en una de-
mostracién indirecta. Aqui el conocimiento de la verdad
se alcanza justamente mediante la captacién de un pen-
samiento falso. El profesor dice: Supongamos que a no
es igual a b» Un principiante piensa enseguida: «Qué
sinsentido! jPero si yo estoy viendo que a es igual a &»
Estd confundiendo la carencia de sentido por parte de
una oracién con la falsedad del pensamiento expresado
en ella (N, [pag. 1451.

* Para el criterio de paginacion de los ensayos de filosofia de la
logica tratados en este capitulo, véase la primera nota de la pagina
de abreviaturas en las referencias a las obras de Frege que figura al
principio de este libro /N. del T].
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Lo que hace el profesor del ejemplo de Frege es pro-
ceder a extraer las consecuencias de la suposicién falsa,
y de mostrar que conducen a una contradiccion. Luego,
por reductio ad absurdum, concluird que la suposicion
inicial era falsa, y que a es ciertamente igual a b.

A lo largo de su vida, por no se sabe qué razon, Frege
insistié en que de un pensamiento falso nada podria ser
inferido. Y aqui sigue manteniendo esta doctrina, mas
ahora afiade que un pensamiento falso puede ser parte de
un pensamiento verdadero, desde el cual la inferencia es
posible. Pero para eso exige que las proposiciones falsas
aparezcan en las pruebas Gnicamente como elementos no
aseverados de proposiciones compuestas aseveradas. El
profesor no deberia pues decir, Supongamos que & no es
igual a b, entonces se sigue que py no p, por tanto a es
igual a b= sino mis bien, §i a no es igual a b, entonces
Py no p; pero no es cierto que (p y no p), por tanto 4
es igual a b». De hecho, dado un sistema apropiado de
reglas, la prueba indirecta puede ser desarrollada con igual
legitimidad en una y otra forma. En casos complicados, el
método fregeano produce pruebas que son excesivamen-
te complicadas. Para Frege, el asunto no era meramente
una cuestién de eleccién entre diferentes formalismos, sino
un punto esencial en la filosofia de la l6gica. En esto se
equivocaba al parecer. No hay nada erréneo en decir que
las inferencias de un pensador eran impecables, pero que
sus premisas eran falsas.

El método preferido por Frege envuelve el uso regu-
lar del procedimiento de contraposicion, esto es, inferir
de una proposicion de la forma «si p entonces g» una
proposicién de la forma i no g entonces no p-. Este
procedimiento ha sido en cualquier caso muy familiar
los logicos durante siglos. Frege observa que todo el que
admita la legitimidad de esta transicién, tiene que acep-
tar que los pensamientos falsos tienen entidad. En caso
contrario, si p y ¢ son ambas verdaderas, entonces la
conclusién de la inferencia es enteramente vacua; y si
sblo una de ellas es verdadera, entonces a cada una de
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las proposiciones involucradas en la inferencia les faltard
o un antecedente 0 un consecuente’.

En lugar de decir que el ser de un pensamiento con-
siste en su ser verdadero, deberiamos decir que reside
en la posibilidad de que diferentes pensadores lo capten
como uno y el mismo pensamiento. En este sentido,
debemos admitir también que los pensamientos falsos
tienen entidad. De otro modo seria imposible, entre otras
cosas, que un equipo de investigadores estableciera nun-
ca un resultado negativo. Una vez que la investigacién
hubiera establecido, por ejemplo, que la tuberculosis
bovina no era transmisible a los humanos, la verdadera
hipétesis bajo investigacion, «La tuberculosis bovina es
transmisible a los humanos- se revelaria como carente de
significado comln para cada uno de los investigadores.

El tribunal con jurado presupone que cada uno de los
miembros de ese jurado entienden el asunto que se de-
bate de la misma manera. En el curso de un juicio pue-
de ocurrir que se les diga, con verdad, a los integrantes
del jurado que <Si el acusado estaba en Roma en el tiem-
po material del delito, no cometi6 el asesinatos. Sup6n-
gase que es falso que el acusado estaba en Roma. En-
tonces, de acuerdo con la tesis de que los pensamientos
falsos no tienen sentido publicamente captable, tendria-
mos que decir que cada miembro del jurado podria cap-
tar el mismo pensamiento en la proposicién completa, y
sin embargo asociar con la cldusula condicional si su
propio sentido privado.

Los pensamientos falsos, concluye Frege, son indis-
pensables. Y por encima de todo son indispensables en
conexién con la negacion.

Tiene que ser posible negar un pensamiento falso, y
para poder hacerlo necesito ese pensamiento. No pue-

! La exposicién fregeana de este simple punto (N, [pag. 146D es
confusa e incompleta; es posible que falte algiin pasaje en el texto
impreso.
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do negar lo que no es. Y lo que necesito de mi como
portador no puedo transformarlo mediante la negacién
en algo de lo cual yo no soy portador y que puede ser
captado como el mismo pensamiento por varias perso-
nas (N, [pag. 147D.

De acuerdo con una tradicién légica largamente esta-
blecida, la negacién envuelve cierta forma de division.
En la terminologia de la escolastica medieval, por ejem-
plo, «composicion- y «divisions eran casi sin6nimos de
«afirmacién» y «negacions. Frege se pregunta: ;:Debe ser
considerada la negacién de un pensamiento como una
disolucién de ese pensamiento en sus partes compo-
nentes?

Esta posibilidad tiene que ser claramente contemplada
para que pueda ser rechazada. Nuestro acto de juicio no
puede alterar la composicion de un pensamiento. El acto
de juzgar no crea un pensamiento o pone en orden sus
partes, ni tampoco puede otro acto de juzgar romper la
interconexion de las partes (N, [pag. 151D. El veredicto ne-
gativo de un jurado no disuelve el pensamiento expresado
por la acusacién en meros fragmentos de pensamiento. In-
sertar un «10» en una proposicion verdadera no la convier-
te en expresién de un no-pensamiento. La proposicion re-
sultante puede ser usada con toda justificacion como
dausula de un condicional. De la misma manera, insertar
un «no- en una proposicién falsa no produce el efecto de
convertir un no-pensamiento en un pensamiento.

Cuando negamos una proposicion, insertamos un «no-
en algan lugar apropiado, o le anteponemos la expresion
No es el caso que...,, dejando la proposicién en todo lo
demis intacta, con su orden original inalterado. Cosa que
es bastante diferente de desmantelar la proposicion cor-
tandola, por ejemplo, en tantos trocitos como palabras
tenga que luego pudieran barajarse o ser dispersados
por el viento. Similarmente, la negacion de un pensa-
miento es algo muy diferente de la separacién o diso-
lucién de sus elementos.
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Esto resulta particularmente claro en el caso de la
doble negacién. De la proposicion

La Schneekoppe es mis alta que el Brocken
se obtiene por simple negacion
La Schneekoppe no es mis alta que el Brocken.
Una doble negacién da

No es verdadero que la Schneekoppe no es mis alta
que el Brocken.

Si la negacién fuera disolucién, entonces tras la prime-
ra negacién s6lo nos quedarian fragmentos de un pen-
samiento.

En tal caso tendriamos que suponer que la segunda
negacién podria ensamblar de nuevo esos fragmentos.
Asi pues, la negacién se pareceria a una espada que
pudiera volver a hacer cicatrizar los miembros que ha
cortado. Pero esto requeriria el mayor de los cuidados.
Las partes del pensamiento han perdido completamente
toda conexién y relacién mediante la primera negacién.
Asi, mediante una aplicacién poco cuidadosa de la vir-
tud cicatrizadora de la negacién, podria obtenerse fi-
cilmente la oracién: «El Brocken es mis alto que la
Schneekopper (N, [pig. 149D.

¢Cudles son por otra parte los objetos que la negacién
se supone que separa? No son partes de proposiciones,
ni tampoco partes de pensamientos. ¢Son cosas del mun-
do? Las cosas del mundo no se cuidan de nuestras ne-
gaciones. /Son, entonces, imiagenes mentales? De serlo, la
negacion seria un acto privado, diferente para cada uno
de nosotros; no habria posibilidad de veredictos comu-
nes de no culpabilidad. «Resulta asi imposible establecer
qué es lo que realmente es disuelto, dividido, o separa-
do por el acto de negacién.»
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Tomias de Aquino, que era bien consciente del proble-
ma suscitado por Frege, pero que también utilizé la ter-
minologia de «composicion» y «divisién», dio la siguiente
respuesta a la cuestibn: Qué es lo que queda dividido
en un juicio negativo?

Si consideramos las cosas tal y como se dan en la
mente, siempre se da una composicién, que implica
verdad y falsedad; un fendmeno que no se daria en la
mente o intelecto si no fuera porque éste [al juzgar]
compara 0 compone un concepto simple con otro con-
cepto simple. Pero si consideramos las cosas tal y como
se dan en la realidad, entonces unas veces se habla de
compositio y otras de divisio.

Se habla de compositio cuando la mente pone una idea
junto a otra como una manera de captar la reunién o iden-
tidad de las cosas representadas por estas ideas; se habla
de divisio cuando la mente pone una idea junto a otra

como un modo de captar que las cosas son diversas®.

Todo lo cual, una vez traducido a términos del siste-
ma de Frege, puede ser considerado como equivalente
a decir que las cosas que se retinen en un juicio afirma-
tivo, y se separan en uno negativo, son el pensamiento
y lo Verdadero.

Pero en estos ltimos ensayos, Frege no introduce los
objetos lo Verdadero y lo Falso’, aunque repite, como
tantas veces antes, que el término «verdadero- es indefi-
nible. Por otra parte, a diferencia de Santo Tomis, Frege

2 In Aristotelis Libros Peri Hermeneias (eds. Fr. Raymundi - M. Spiaz-
zi), Turin, Marietti, 1955, 1, 3, pag. 26.

3 Ciertamente, parece que en este ensayo considera a las proposi-
ciones no como nombres de valores veritativos, sino como nombres
de pensamientos. Escribe Frege (N, [pag. 156]): «El articulo determi-
nado “la” en la expresién ‘“la negacién del pensamiento de que 3
es mayor que 5’ muestra que esta expresion se propone designar
una determinada cosa singular. Esa cosa singular es aqui un pensa-
miento. El articulo determinado convierte a toda la expresién en un
nombre singular, algo que hace las funciones de un nombre propio.»
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no siente la necesidad de reservar espacio para los jui-
cios negativos o actos de negacién. Para él, no hay ne-
cesidad de introducir la negaciébn como un polo opuesto
a la asercién. Las negaciones forman parte del pensa-
miento afirmado, y negar la proposicion p es simplemen-
te afirmar no p. La idea de un acto de negacién como
polo opuesto al acto de juzgar es un intento de fundir
en uno solo el acto de juzgar y la negacién, que es un
componente de un pensamiento. Es a este Gltimo a lo
que corresponde, en el lenguaje ordinario, la palabra «o»
como parte del predicado (N, [pag. 152D.

Si tuviéramos que admitir la negacién como el polo
opuesto, o un tipo especial, de la asercién nos veriamos
en dificultades para dar razén de algunas formas bastan-
te simples de inferencia. Para acomodarlas tendriamos
que complicar nuestras reglas de inferencia de manera
intolerable. Considérese el argumento:

Si el acusado no estaba en Berlin el dia del asesina-
to, entonces no cometid el asesinato.

Ahora bien, el acusado no estaba en Berlin el dia del
asesinato.

Por lo tanto, no cometié el asesinato.

Si consideramos como una asercién cada una de las
premisas y la conclusion, entonces la inferencia es una
instancia del conocido modus ponens. Pero si vamos a
tratar la negacién como perteneciente al acto de juzgar
mis que como un componente del contenido de un jui-
cio, entonces tenemos que considerar que el argumento
estd construido de la siguiente manera:

Afirmado: Si no p entonces no 4.
Negado: p.
Por tanto: Negado: q.

Ahora bien, no tenemos aqui la asercién de un condi-
cional que unido a la asercién de su antecedente lleva a
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la asercién de su consecuente; lo que tenemos en cam-
bio es la asercién de un condicional seguido por la ne-
gacién de una proposicion que difiere del antecedente
del condicional, y esta asercion y esta negacion llevan a
la negacién de una proposicion que difiere del conse-
cuente del condicional. Para legitimar inferencias de este
tipo, y de otros similares, tendriamos que construir un
conjunto de reglas intolerablemente complicado. Es pre-
ferible con mucho aceptar que la negacion es parte del
pensamiento aseverado y tratar la negacién simplemente
como la asercién de la negacién de un pensamiento.
Todo pensamiento tiene un pensamiento contradictorio,
y aceptamos la falsedad de un pensamiento asintiendo a
la verdad de su contradictorio.

Mas decir que la negacion es parte del pensamiento
aseverado no quiere decir que haya pensamientos posi-
tivos y negativos.

Considérense las oraciones «Cristo es inmortals, «Cris-
to tiene vida eterna, <Cristo no es inmortals, «Cristo es
mortals, Cristo no tiene vida eterna. (Cual de los pen-
samientos que tenemos aqui es positivo y cuil es ne-
gativo? (N, [pag. 150D.

Dado que el signo de negaciéon va estrechamente uni-
do al predicado en el lenguaje ordinario, puede parecer
que lo que se niega no es un pensamiento completo,
sino una parte de ese pensamiento. Esta tentacion es ya
manifiesta en una proposicién como Socrates no es jus-
tor y ain mis fuertemente en Socrates es injustos. Pero
Frege insiste en que en tales casos, por la combinacion
de un simbolo negativo con una parte de la oracién, lo
que negamos es el contenido de la oracion entera.

Segin Frege, lo que es negado tiene que ser algo
capaz de ser una proposicién completa. Pero, por su-
puesto, al negarlo se convierte en parte de un todo
mayor. «No es el caso que p» estid formado por «» y el
signo de negacion.
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El pensamiento no necesita de ningin complemento
para su existencia; es completo en si. Por el contrario,
la negacién necesita ser completada por un pensamien-
to. Las dos partes integrantes, si se quiere usar esa ex-
presion, son de géneros completamente distintos y con-
tribuyen de una manera completamente distinta a la
formacién del todo. Una de ellas completa; la otra es
completada. (N, [pag. 155D.

Los lectores de las anteriores obras fregeanas no tar-
darin en darse cuenta de que lo que Frege esti hacien-
do aqui es establecer, sin recurrir a su terminologia for-
mal, que la negacién es una funcion, y, en cuanto tal,
insaturada. (En un posterior ensayo, «Composicién de
pensamientoss, Frege se refiere a la negaciébn como la
parte insaturada de un pensamiento.) La negacién es
por supuesto una funcién veritativa; la mis elemental
de tales funciones.

«Para hacer perceptible en el lenguaje la necesidad de
complementacién, puede escribirse ‘la negacion de...".
Donde el hueco existente después del ‘de’ indica dénde
se ha de introducir la complementacién, puesto que al
complementar en el reino del pensamiento y sus partes
le corresponde algo similar en el reino de las oraciones
y sus partes» (IL, pag. 108). En estas palabras podemos
reconocer el eco de la teoria fregeana de las funciones
lingtiisticas enunciada en la Conceptografia.

El uso de la negacién como funcién que pueda ser
aplicada a algo que ya de por si es un valor es poco
frecuente. La doble negacion (como en «No es el caso
que no es el caso que p) puede ser considerada o bien
como el resultado de tomar ¢» como argumento de la
funcién «No es el caso que no es el caso que...»,, 0 como
el de tomar o es el caso que p» como argumento de
la funcién «No es el caso que..». En correspondencia con
estos dos distintos modos de estructurar la proposicion,
hay dos modos de considerar la estructura del pensa-
miento expresado por ella.

Frege compara la funcién con una prenda de vestir.
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Una chaqueta no puede mantenerse erguida por si mis-
ma, sino que necesita alguien que la lleve. El hombre
que lleva una chaqueta puede ponerse ademis un abri-
go. Podemos decir o que el hombre que vestia una
prenda lleva ahora una segunda prenda, o que el hom-
bre va vestido con una chaqueta mis un abrigo. Uno y
otro modo de considerar el asunto, dice Frege, estin
igualmente justificados. Y concluye con la observacion de
que el hecho de revestir a un pensamiento con una
doble negacién no altera su valor de verdad.

En el altimo de estos tres ensayos, <Composicion de
pensamientos-, Frege pasa de la negacion a las restantes
funciones veritativas elementales. En este escrito registra
seis tipos diferentes de lo que él llama «composicién de
pensamientoss,

La conjuncion, al igual que la negacion, es considera-
da por Frege como algo que se aplica a oraciones no
aseveradas; si afirmamos « y @, esta oracién tiene que
ser considerada como una Gnica asercién de una propo-
sicién compuesta, no como un par de aserciones unidas
por la conjunciéon <y~

En su explicacion veritativo-funcional de «y», Frege
ofrece un pasaje que ilumina su concepcibn, en el pe-
riodo final de su vida, de la relacién entre funciones lin-
giiisticas (signos insaturados) y lo que corresponde a
esas funciones en el dmbito del sentido.

La «» determinada asi de manera mids precisa por lo
que respecta a su manera de uso, parece doblemente
insaturado. Exige, para su saturacién, una oracion que
lo preceda y una oracién que lo siga. También lo que
cotresponde a «y» en el reino del sentido tiene que ser
doblemente insaturado; en tanto que es saturado por
medio de pensamientos, los combina. Como mera cosa
la letra «y» no es, desde luego, mis insaturada que cual-
quier otra cosa. Se la puede llamar insaturada con res-
pecto a su manera de uso como simbolo que ha de
expresar un sentido, puesto que aqui s6lo puede tener
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el sentido que se le quiere dar cuando se coloca entre
dos oraciones. Su finalidad como signo reclama una
complementacién por medio de una oracién que la pre-
ceda y otra que la siga. En rigor, la insaturacién ocurre
en la region del sentido, y de alli es transferida al sig-
no (CP, [pig. 39D.

Este pasaje es importante por poner en relaciéon la in-
saturacion de un simbolo con la finalidad o uso de tal
simbolo. La nocién de insaturacién ha sido transporta-
da de la regién de la metafisica al irea del uso lingiiis-
tico.

Frege dice que «B y A tienen el mismo sentido que
*‘A 'y B. En el lenguaje ordinario parece haber una gran
diferencia entre

Condujo su coche hasta casa y se bebié medio litro
de vodka

Se bebié medio litro de vodka y condujo su coche
hasta casa,

pero Frege estd tratando la conjuncién «y» como una
conectiva veritativo-funcional, de suerte que 0 y ¢ es
verdadera si y so6lo si ¢» es verdadera y «¢ es verdade-
ra. Pero sin la menor duda diria que la indicacién de
secuencia temporal en las anteriores proposiciones es
algo que es sugerido mas bien que establecido, o que
pertenece al «colorido» de los pensamientos, como la di-
ferencia entre «y» y «pero-.

Los cinco tipos de pensamientos compuestos enume-
rados por Frege en adicién a «4y B son como sigue:

II. no (Ay B); IlL. (no A y (no B);
IV.no ((no Ay (no B); V. (no A y B
VI. no ((no A y B).
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No hay necesidad de seguir en detalle la exposicion
de cada uno de estos tipos de pensamientos, con sus
evidentes condiciones de verdad. El tercero es equivalen-
te 2 Ni Ani B, y el cuarto a «4 o B, entendido en
sentido no exclusivo, es decir, no descartando la posibi-
lidad de que tanto 4 como B sean ambos verdaderos.
Un compuesto del sexto tipo, que es falso si y solamen-
te si el primer componente es verdadero y el segundo
falso, es equivalente a «i B entonces A, entendido en
funcién de su verdad.

Para otros tipos de pensamientos, Frege repite las ob-
servaciones que ya hizo respecto a la insaturabilidad de
la conjuncién. En «ni 4 ni B, la conectiva es la que da
todo el sentido de la expresion, aparte de la letras <4 y
«B.. Los dos huecos en

i ... ni e

indican la doble insaturacién de esta expresion, que se
corresponde con la doble insaturacién de la conectiva.

Frege llama la atencién sobre el hecho de que la in-
terpretacion veritativo-funcional de las conectivas, aunque
esencial para fines cientificos, conduce a resultados inco-
herentes en el lenguaje ordinario. Por ejemplo, las si-
guientes proposiciones resultan ser verdaderas:

Federico el Grande gand la batalla de Rossbach, o
dos es mayor que tres.

Si tengo un gallo que hoy ha puesto huevos, enton-
ces la catedral de Colonia se derrumbard mafiana por
la mafiana.

En la conversacion de la vida diaria esperamos que el
sentido de dos proposiciones conectadas por «o» O por
«i» tenga una conexiéon con una y otra; pero en la ex-
plicacién que Frege da de las conectivas no se requiere
tal conexién. Respecto a la segunda proposicion dice
Frege:
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Agolpanse aqui toda clase de cosas, por ejemplo, la
relacién de causa y efecto, la intencién con la que el
hablante emite una oracién de la forma <Si 4 entonces
B, la base sobre la cual se tiene por verdadero su con-
tenido. El hablante da, quizds, pistas respecto a aque-
llas preguntas que surgen entre los oyentes. Tales pis-
tas pertenecen al ramaje que, en el lenguaje ordinario,
adomna a menudo los pensamientos. Mi tarea aqui es
separar lo accesorio, y aislo como nticleo légico una
composiciéon de dos pensamientos, una composicion
que he denominado composicién hipotética de pensa-
mientos (CP, [pig. 46D.

Las diversas funciones veritativas posibles de dos ar-
gumentos estin construidas en la «Composicién de Pen-
samientos» partiendo de la negacién y la conjuncién
como simbolos primitivos. En esto difiere del sistema de
la’ Conceptografia, en donde se tomaba como primitivo
al condicional veritativo-funcional en lugar de la conjun-
cion. Frege alude a esta posibilidad al final del ensayo.
Algunos de los compuestos parecen ser psicolégicamen-
te mis naturales que otros, pero légicamente estin todos
al mismo nivel. Asi, podriamos partir de un enunciado
que contuviese «i» y «no~, «Si B entonces no A y si
negamos esto, obtenemos «No (si B entonces no A»; lo
cual es equivalente a «4 y B-. Los otros seis pensamien-
tos compuestos pueden ser todos derivados de modo
similar a partir de los compuestos hipotéticos y la ne-
gacion.

Frege deja abierta la cuestion de si hay otras compo-
siciones de pensamientos en cuya formacién se haya
seguido un criterio distinto al veritativo-funcional. La fisi-
ca, la quimica y la astronomia, conjetura Frege, tal vez
puedan parecerse a la matemitica; pero las clausulas del
tipo «a fin de que- aconsejan prudencia y parecen reque-
rir més investigacion.

El ensayo acaba con la asercion de que sélo los tipos
de composicién de pensamientos necesitados para la
matemdtica serin pensamientos compuestos a base de
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conjuncién y negacién de la manera explicada. Todos los
pensamientos matematicos estin construidos por tanto
con criterio veritativo-funcional. Si un componente de un
pensamiento matemitico compuesto es reemplazado por
otro pensamiento que tenga el mismo valor de verdad,
el pensamiento compuesto resultante tiene el mismo va-
lor veritativo que el original.

Esta tesis estaria entrafiada por la inicial tesis logicista
de Frege, pero puede ser verdadera con independencia
de ésta, puesto que aqui se deja abierta la cuestion de
si las proposiciones primitivas, de las cuales estin com-
puestas las proposiciones matemdticas, son conocidas por
una especial intuicién matemitica o son verdades bisi-
cas de la logica.

La Composicién de Pensamientos- fue el Gltimo escri-
to publicado por Frege; s6lo le quedaban dos afios mas
de vida. Su proyecto de presentar de una manera infor-
mal y filosofica el sistema l6gico que habia desarrollado
en la Conceptografia y en las subsiguientes obras, no lle-
g6 a completarse. De haber continuado, el proximo ca-
pitulo habria explicado sin duda, para un pablico no
matemdtico, la operacién de los cuantificadores y el al-
cance del cilculo de predicados. Significé una gran pér-
dida que su autor no viviera para hacerlo y nos privara
con ello de sus Gltimos pensamientos sobre la mayor de
sus contribuciones a la logica.
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CariTuLo XII

La hazafia de Frege

Frege compard con frecuencia al matemético con el
gebgrafo que explora nuevos continentes. Su propia ca-
frera como pensador se asemeja a la aventura explorato-
ria de Cristébal Colén. Asi como Colén fracasé en su
proyecto de descubrir un camino a la India por el lado
oeste, y sin saberlo enriquecié a Europa con el conoci-
miento de todo un nuevo continente, del mismo modo
Frege fracasd en su tarea de derivar la aritmética de la
légica, pero realiz6 descubrimientos en logica y avances
en filosofia que cambiaron de manera permanente el
mapa entero de ambas disciplinas. Al igual que Colén,
tampoco Frege supo apreciar el verdadero valor de sus
propios y genuinos descubrimientos, y el mas profundo
desanimo y depresién hicieron presa en €l en conse-
cuencia.

Frege dedic6 los mejores afios de su vida a probar la
continuidad entre aritmética y logica. Todas las otras in-
novaciones de su fértil mente habian sido ideadas para
servir a este supremo propésito, y cuando el proyecto se
derrumbé era natural que se sintiera tentado a pensar
que la obra de su vida habia sido un fracaso.

Ahora sabemos que el programa logicista no puede
ser llevado nunca a buen término. El paso de los axio-
mas de la l6gica a los teorema de la aritmética estd blo-
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queado en dos puntos. En primer lugar, como el propio
Frege aprendi6 de su fracasado intento de superar la
paradoja de Russell, la teoria ingenua de conjuntos, que
formaba parte de la base del sistema logico, era en si
misma irremediablemente inconsistente. Por tanto, los
axiomas de la aritmética no podrian ser derivados de
axiomas puramente l6gicos del modo que él habia es-
perado. En segundo lugar, la nocién misma de «axiomas
de la aritmética» fue puesta en cuestién tras la muerte de
Frege cuando el logico austriaco Kurt Godel mostré que
era imposible dar una axiomatizacién de la aritmética
que fuera consistente y completa.

Sin embargo, los cilculos, conceptos e intuiciones de-
sarrollados por Frege en el curso de la exposicién de su
tesis logicista, tienen un interés tan definitivo que resis-
ten con ventajas la comparacién con el fracaso de ese
programa. Frege mostrd una formidable perspicacia res-
pecto a la perdurabilidad de los elementos en su obra
légica en una entrada a su diario en agosto de 1906
—en lo que debi6 haber sido el climax de su depresién
por el desastre que acompaiié a las Grundgesetze— ti-
tulada «Qué puedo considerar como resultado de mi tra-
bajo?». Vale la pena reproducir la nota entera.

Casi todo esti ligado a la conceptografia; el concep-
to concebido como funcién; la relacién como funcién
de dos argumentos; la extension del concepto o clase
no es para mi lo primero; la insaturacién tanto en el
concepto como en la funcién; el reconocimiento de la
esencia del concepto y de la funcién.

Pero antes hubiera yo debido, en rigor, mencionar la
barra del juicio, la disociaciéon de la fuerza asertorica
respecto del predicado...

composicién proposicional hipotética...

generalidad...

sentido y referencia... (NS, pig. 200).

Todos los puntos aqui mencionados, o bien han pa-
sado hace tiempo a formar parte del patrimonio comtn
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de los logicos, o bien son topicos del debate filosofico
contemporaneo en el que los escritos de Frege siguen
siendo de importancia capital.

Podemos pasar a examinar por turno la contribucion
de Frege como logico, como fil6sofo de la logica y como
filosofo de la matemitica. Frege llevaba razén al anotar
la conceptografia como la primera de sus inexpugnables
hazafias. Su librito de 1879 marc6 una época sin parale-
lo en la historia de la logica. En el espacio de apenas
cien paginas present6 el primer sistema global de las
principales dreas de la logica. El cilculo de proposicio-
nes (al que Frege alude en su nota con la expresion
«modo hipotético de composicion de proposiciones») y el
cilculo de funciones (el tratamiento de la «generalidad»)
contenidos en la Conceptografia ocupan un lugar perma-
nente en el corazén de la moderna logica. En palabras
de dos ilustres historiadores de la logica, «no es en ab-
soluto exagerado decir que el uso de cuantificadores
para ligar variables fue una de las mas grandes inven-
ciones intelectuales del siglo xx+.

Si Aristételes fue el fundador de la logica, Frege la
volvi6é a fundar; y en el periodo que va desde su tiem-
po hasta el dia de hoy, la légica ha avanzado mais rapi-
da y profundamente de lo que lo hizo durante todas las
centurias que separaron a Frege de Aristoteles. Es cierto
que los filésofos, matematicos y cientificos de la informa-
ciébn que comparten un curso elemental de logica ten-
dran, en sus investigaciones logicas, poco mis en comin
que un psicologo y un fisico cuintico que hayan com-
partido en curso elemental de estadistica; pero el funda-
mento primario sobre el cual se va a construir toda su
obra sera el cilculo ideado por Frege. La invencion de
la légica matemitica fue sin duda una de las mayores
contribuciones al desarrollo de muchas disciplinas cuyos
resultados desembocaron en la invencién de los compu-

! W. y M. Kneale, El desarrollo de la logica, Madrid, Tecnos, 1972,
pag. 472.

269



tadores. De este modo, la obra de Frege como logico
sigue ejerciendo hoy sus efectos sobre las vidas de mul-
titud de personas anénimas diseminadas por todo el
mundo.

Junto al cilculo proposicional y funcional, Frege desa-
rrolld, como hemos visto, en el curso de su obra otras
ramas de la logica, entre las que se incluyen el cilculo
de predicados de segundo orden y una versién de la
teoria ingenua de conjuntos. Su influencia en légica ha
ido mucho mis alli de las dreas que él mismo habia
cultivado sistematicamente. En estas areas, su influencia
ha sido transmitida principalmente a través de los grue-
sos volimenes de los Principa Mathematica de Russell
y Whitehead (pese a que esta obra carece de algn
modo de la filosofica claridad que distingue a los escri-
tos fregeanos). A partir de entonces, el progreso en las
dreas de logica que Frege estudi6 ha sido enorme: entre
los primeros y significativos desarrollos se encuentran la
puesta a punto de métodos no axiomiticos para mani-
pular el cilculo proposicional y funcional, y el estableci-
miento de una semintica formal que cumpla las exigen-
cias de rigor que Frege habia introducido en la sintaxis
formal.

Frege no explord las dreas de légica conocidas como
logica modal (esa parte de la légica que se ocupa de las
cuestiones de necesidad, posibilidad y nociones afines),
o logica temporal (la légica de enunciados en los que los
tiempos verbales son significativos). Estas ramas de la
logica, cultivadas en la Edad Media, han sido nuevamen-
te estudiadas en nuestro siglo a la luz de las innovacio-
nes de Frege. Su propia agenda predominantemente
matemitica lo retrata como figura comparativamente
poco interesada en 4reas de la logica que se ocupan de
inferencias sobre lo transeunte y cambiante.

La nota del diario de Frege citada enumera cuatro de
sus resultados en filosofia de la logica. Tres de ellos —la
disociacién de la fuerza asertérica respecto a la predica-
cion, el tratamiento de los conceptos como funciones, y
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el de las relaciones como funciones de dos argumen-
tos— son logros sdlidos y duraderos, aunque los fil6so-
fos contempordneos no estin mis seguros de lo que lo
estaba el propio Frege sobre el modo de presentar en
términos no metaforicos el punto de vista que subyace
al expediente de llamar «nsaturada» a una funcion. El
cuarto logro, la distincion entre sentido y referencia, es
el antepasado de las actuales teorias del significado, se-
gan las cuales el sentido de una palabra es la contribu-
cién que aporta para determinar el valor de verdad de
las proposiciones en las que ella ocurre. Todos estos re-
sultados, seleccionados por Frege en su nota, son cierta-
mente avances de peso en filosofia de la 16gica.

Sin embargo, el mis importante € irreversible logro de
Frege no figura en su lista: la separacion de la logica de
la psicologia y de la epistemologia. La tradicién cartesia-
na habia colocado a la epistemologia a la cabeza de la
filosofia; la tradicion empirista habia confundido el estu-
dio de la l6gica con una investigacion de los procesos
mentales humanos. Frege liberd a la 16gica de ataduras
psicologicas, y la coloco en el lugar rector de la filosofia
que hasta entonces habia sido ocupado por la epistemo-
logia. Es este hecho, mas que ningGn otro, el que justi-
fica que Frege sea considerado el padre fundador de la
moderna filosofia analitica.

Michael Dummett ha escrito lo que sigue:

Lo que distingue a la filosofia analitica, en sus diver-
sas manifestaciones, de otras escuelas es, en primer lu-
gar, la creencia en que puede lograrse una explicacion
filosofica del pensamiento mediante una indagacion fi-
losofica del lenguaje; y, en segundo, que sblo asi es
posible llegar a una explicacion integral del primero”.

Si la filosofia analitica nacié, por tanto, cuando se dio
el «giro lingiiistico», su fecha de nacimiento debe remon-

2 M. Dummett, Origins of Analytical Philosopby, pég. 4.
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tarse a la de la publicacién de Ios fundamentos de la
aritmética en 1884, cuando Frege decidi6 que el camino
para investigar la naturaleza del ntimero residia en anali-
zar las oraciones que contenian numerales.

En la enumeracién de sus resultados, Frege no men-
ciona su trabajo como filésofo de la matemitica. Ello no
es sorprendente si se tiene en cuenta que cuando escri-
bi6 su diario esa filosofia parecia estar en ruinas. Es cier-
to, por otra parte, que la filosofia de la matemitica de
Frege ha envejecido de un modo que esti ausente en su
filosofia de la logica. Sin embargo, los historiadores de
la filosofia coinciden en considerar a Frege como el mis
grande filésofo de la matemitica que jamis haya exis-
tido.

Lo cual no es tan parad6jico como parece a primera
vista. La medida de la grandeza de Frege como filésofo
de la matemitica esti en que su obra dejo completamen-
te anticuado todo lo que previamente habia sido escrito.
Nadie puede tomar ahora en serio la obra de incluso el
mas grande de los escritores anteriores a Frege sobre la
materia. La propia explicacion fregeana de la naturaleza
del nimero adolecia, como él mismo reconocia, de un
tragico defecto; pero nadie a partir de entonces podria
escribir una palabra sobre este tdpico sin apoyarse como
punto de partida en sus trabajos.

La obra de Frege en logica filosofica no carecia com-
pletamente de antecedentes. Muchas de sus intuiciones
—tal como la distincion entre asercién y predicacién—
fueron muy bien detectadas por los fil6sofos escolasticos,
aunque habian quedado oscurecidas con el paso del
tiempo. Su teorfa de que las funciones son la referencia
de los predicados se asemeja en mis de un respecto a
la explicacién de la predicaciéon en términos de formas
individualizadas de Tomis de Aquino. Al distinguir la
légica de la psicologia se alineaba con una tradicién
cuyo origen estd en el De Interpretatione de Aristoteles;
¥, desde luego, cuando hizo de la légica, en lugar de la
epistemologia, la disciplina fundacional de la filosofia, la

272



reinstal6 en el lugar que habfa ocupado durante la Edad
Media.

Durante la mayor parte de su vida, Frege dio priori-
dad a la l6gica simplemente porque ignoraba la episte-
mologia. Solo en su época final, después de escribir la
nota de su diario que hemos reproducido mas arriba, fue
cuando dirigi6é directamente su atencioén hacia cuestiones
epistemologicas. Como hemos visto, sus esfuerzos en
este campo no lograron clarificar los problemas que ve-
nian acuciando a los epistemologos. Su recurso a un tri-
ple mundo de experiencia, pensamiento y fisica era un
callejon sin salida. Mientras rechazaba la subjetividad del
pensamiento, aceptaba sin embargo acriticamente la con-
cepcion cartesiana de la subjetividad de la experiencia,
considerando a las sensaciones e imigenes cOmo €Xpe-
riencias esencialmente privadas e incomunicables.

En las décadas que siguieron al ensayo de Frege <El
Pensamiento», desarrollé Wittgenstein una serie de argu-
mentos encaminados a mostrar que la identificacion de
incluso el mas privado de los elementos de la concien-
cia, es esencialmente dependiente de conceptos que han
sido elaborados para uso en un mundo pablico, en el
cual nos comunicamos mediante un lenguaje que todos
compartimos. Su obra puede ser considerada, en un sen-
tido, como una extension de la campaiia de Frege con-
tra el psicologismo. Concordando con Frege en que los
pensamientos son propiedad comin, Wittgenstein conti-
nuaba mostrando, contra Frege, que ni siquiera las ideas
son privadas en el sentido de ser incomunicables.

Todo el que haya sabido apreciar la fuerza del famoso
argumento de Wittgenstein contra los lenguajes privados,
considerard fundamentalmente defectuosa a la epistemolo-
gia fregeana. Ciertamente, parece probable que las tesis de
la Gltima obra de Frege suministraran gran pare del blan-
co de los ataques wittgensteinianos. Pero también es cier-
to que los logros de Wittgenstein son en parte debidos a
la obra de Frege. El cartesianismo prevalente en los tiem-
pos de Frege envolvia una concepcion erronea tanto de
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los pensamientos como de las ideas. Frege expuso los
€rrores cartesianos acerca del pensamiento, pero retuvo, y
€xpresO en una manera particularmente cindida, los erro-
res cartesianos acerca de las ideas. Es como si el residual
veneno cartesiano que corria por el interior de los siste-
mas filosoficos de sus dias fuera recolectado por Frege en
este ensayo y transformado en una virulenta ponzofia lis-
ta para ser diseminada por Wittgenstein,

La deuda que a lo largo de su vida mantuvo Wittgen-
stein con Frege fue enorme. En su primer libro, el Trac-
tatus Logico-Philosophicus, reconoce honestamente lo
mucho que le debe a da gran obra de Frege-. Incluso en
sus Gltimos escritos péstumamente publicados, que soca-
vaban algunas de las m4s apreciadas doctrinas de Frege,
Wittgenstein permaneci6é fuertemente influido por los te-
mas y las estructuras de pensamiento fregeanos.

Una de las deudas que Wittgenstein explicitamente
reconoci6 fue su estilo. «El estilo de mis sentencias», es-
cribi6, «estd extraordinariamente influido por Frege. Y de
proponérmelo, podria sefialar esta influencia donde na-
die podrfa detectarla a primera vista:>. El dominio del
estilo no era ciertamente el menor de los extraordinarios
talentos de Frege como filésofo. Los fundamentos de la
aritmética en particular es una de las grandes obras
maestras filosoficas de todos los tiempos: original, laci-
da, vigorosa, ponderada, ingeniosa, sutil y profunda.
Todas estas cualidades estin raramente combinadas en
las obras de incluso los mis grandes pensadores, y como
estilista filoséfico, Frege ha sido superado sélo por Pla-
ton y Descartes. Al igual que ellos, y por encima de to-
dos los otros filésofos, poseia el don de escribir una
prosa que es accesible y atractiva a la primera lectura,
pero cuya relectura devuelve dividendos durante toda la
vida.

3 L. Wittgenstein, Zettel, trad. Octavio Castro y Ulises Moulines,
México, UNAM, 1979.
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APENDICE 1

La notacién simbdlica de Frege

La notacién simbdlica de Frege, introducida por prime-
fa vez en la Conceptografia y utilizada, con ligeras mo-
dificaciones, en los Grundgesetze der Aritbmetik no se
usa ahora. En su lugar, la mayoria de los logicos han ele-
gido el sistema ideado por Peano en 1894 y adoptado
por Russell y Whitehead en sus Principia Mathematica
de 1910. Hay diversas variantes de este sistema, una de
las cuales es la que se adopta en el presente libro.

Las féormulas del sistema de Frege no estan escritas a
la manera lineal del sistema de Peano, sino en forma
bidimensional. Ello es debido a que el simbolo para el
condicional veritativo-funcional correspondiente a <p—g,
que es basico para la construccion de sus férmulas, tie-
ne la siguiente forma:

—

— P

Asi, el primero de los axiomas de Frege presenta esta
forma:
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a

que se leeria como i p, entonces si q entonces p». Fre-
ge utiliza las letras itilicas del alfabeto tanto para nom-
bres ficticios como para variables proposicionales, o,
como €l dirfa, para indicar indeterminadamente tanto in-
dividuos como valores veritativos. (Lo cual esti sin duda
conectado en su dltima obra con su tesis de que una
proposicién hace referencia a un valor de verdad del
mismo modo que un nombre propio hace referencia a
un individuo.) Ahora es habitual recurrir a las letras ini-
ciales del alfabeto para representar nombres y utilizar las
letras «», «g, «m... como variables proposicionales.

Para simbolizar el cuantificador universal, Frege utiliza
una letra gotica sobre una concavidad en la linea hori-
zontal que representa la barra del contenido. De este
modo, lo que ahora escribimos como (%) f(2) era escrito
por Frege como:

e

Las variables ligadas estin representadas por letras
goticas y las variables libres por itilicas, bajo la conven-
cién de que el alcance de una variable libre es la totali-
dad de la proposicién en la que ésta ocurre.

El aspecto de las formulas impresas puede ser obser-
vado en la siguiente férmula aislada, una de cuyas ins-
tancias en lenguaje ordinario podria ser: Si todas las
mujeres son necias si son ricas, entonces Cleopatra es
necia si es una mujer rica.
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L g

b(b)

a f@
L g(a)
b(®

Las letras griegas no forman parte del sistema basico
de Frege, aunque se sirve de letras minGsculas griegas
para dos propositos: (i) como parte de definiciones abre-
viativas; y (ii) para indicar el lugar del argumento en una
funcion, como en & es mayor que O. Las letras mayascu-
las griegas son usadas para hablar acerca del sistema,
como por ejemplo al establecer sus reglas, del siguiente
modo:

«A partir de dos enunciados “TT y +— A” podemos
derivar el enunciado “+— I, A
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APENDICE II

Nota sobre la traduccion*

En la lista que sigue aparecen las versiones de los
términos técnicos alemanes de Frege. Cuando no las
acompafia ningin comentario, la traduccion se ha ajus-
tado a la habitualmente usada por los traductores y co-
mentaristas. En caso de existir mis de un término equi-
valente, he afiadido una nota para justificar cualquier
preferencia.

anerkennen, <aceptar-, Este término es el equivalente
mental del acto lingiiistico de afirmar. La mayoria de los
traductores la vierten como «econocer, lo cual no es
muy acertado, puesto que <econocer» €s un verbo de
éxito —uno solo puede reconocer lo que es verdadero—
mientras que en Frege es claro que, desgraciadamente,
uno puede anerkennen, en la medida en que puede
afirmarla, una falsedad.

Anzabl, mumero». Esta palabra, que deberia ser tradu-
cida literalmente como «ntGmero cardinal», es la mas
usualmente utilizada por Frege en la mayoria de los pa-
sajes de los Fundamentos y de los Grundgesetze para

* Algunas lineas de este apéndice han sido omitidas o ligeramente
reajustadas por no afectar, o no afectar bien a la versién espafiola de
los términos alemanes de Frege (N. del T..
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hablar de nimeros —esto es, de los enteros no negati-
vOs que dan respuesta a la pregunta <cuntos? (FA, pagi-
na 118, nota 7). A veces usa la palabra «Zahl> como sind-
nima; en un pasaje de los Grundgesetze recurre al
contraste «Zahl/«Anzahl» para distinguir entre enteros
positivos y nmeros reales. No he seguido el criterio de
Austin y Furth de usar <Namero» para «Anzahl y «iime-
ro» para «Zahb.

ausdriicken, «expresar.,

Aussage, «enunciados. «Asercién» es también posible,
pero he procurado evitarla para impedir la confusién con
el acto de afirmar.

bedeuten, significar, aepresentars, «referirse a»,

Bedeutung, weferencia». Con anterioridad a Funcién y
concepio, la palabra es usada con el sentido general de
«significado» o wsignificacién, y asi la he traducido. Una
vez introducida como término técnico en contraste con
Sentido, he usado «eferencias, prefiriéndola a «significa-
do», que induce a confusién, Yy a «denotacién», que es
mucho menos comin en la literatura general sobre este
topico.

Begriff, «oncepton,

begriffliche Inbalt, «ontenido conceptuals,

Begriffsschrifi, «conceptografias. He usado este término
(prefiriéndolo a «deografia» 0 a notacién conceptuals) como
término genérico y como titulo de la obra de Frege.

Bebauptung, <aserciéns.

Gedanke, pensamientos,

Gegenstand, «objetos,

gleich, esta palabra alemana puede significar <dénticos,
dgual» o «semejante». A veces, el texto fregeano resulta
mis convincente traduciéndola por «idéntico y otras por
«semejante». De hecho, puesto que Frege pensaba que
dos cosas no idénticas no podian ser totalmente seme-
jantes, la ambigtiedad no es importante. Véase pag. 96.

Gleichbeit, «identidads, «ecuacions.

gleichzablig, «quivalente», La palabra esti acufiada por
Frege, y su significado esti dado en su explicaciéon
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(véanse pags. 18-19). Otros traductores utilizan «igual-
mente-enumerado», que es demasiado literal, <gual,, que
no es lo bastante técnico, o «equinumeroso», que es de-
masiado extravagante.

Inbalt, «ontenido».

Merkmal, «omponente» (de un concepto). La traduc-
cién literal es «nota caracteristica», pero esto choca con
la explicacion fregeana de que una merkmal es un ele-
mento que ayuda a unificar o reunir un concepto. Una
Merkmal es nota caracteristica no del concepto, sino de
los objetos que caen bajo él.

Satz, «proposicion-. En Frege, la palabra alemana sig-
nifica cominmente oracién con sentido. La palabra es-
pafiola «proposicién- puede significar esto, o también el
objeto abstracto expresado por tal oracién, que es lo que
Frege llama un «pensamiento-. En algunos de los Gltimos
escritos de Frege, la palabra es usada de manera tal que
su traduccién mis natural es la de <oraciéns, y a ella me
he atenido en tales casos.

Sinn, sentido-.

Umfang, «extensions.

Urteil, <uicio».

Vorstellung, «magen-. La palabra es usada frecuente-
mente por Kant, y en sus obras es traducida usualmente
por «representacion- o <deas. Frege la usa la mayoria de
las veces con el significado de imagen mental. En sus
altimos escritos amplia su sentido hasta incluir, por ejem-
plo, las impresiones sensoriales. En tal contexto la he
traducido por ddea-.

Wertverlauf, «curso de valor-.

wirklich, {causalmente) activo, real, efectivor. Wirkli-
chkeit implica realidad, pero buscando palabras en el
sentido de interaccién causal, el mundo efectivo. Los nd-
meros son para Frege objetivos y reales, pero no son
causalmente activos o efectivos.

281






Indice analitico

a posteriori, 77-9, 87-8

a priori, 18, 77-9, 87-8

abrigo, 260

abstraccion, 94, 97, 100

activa frente a pasiva, 29
actividad causal, 87-8, 281
adjetivos, 89, 112

afirmacién, 44-6

aglomeracion, 83, 89

alcance, 39, 59, 66

alef-cero, 128

ambigiiedad, 167

analitica, filosofia, 271
analiticidad, 77-80, 87, 128
Aquino, Tomis de, 257, 272
argumento, 29-35, 38, 40-1, 43, 137-8, 175, 192
argumento ontolégico, 101-2
Aristoteles, 16, 35, 269, 272
aritmética, 18, 68, 71-131, 185-227
articulo determinado, 156-60, 189
asercién (vs. predicacion), 54-6, 234-5, 2579
asercién us. predicacion, 172-3
asercibn, signo de, 53, 149, 172-3
autocontradictoriedad, 122-3
autoidentidad, 91

axiomas, 61-4, 186, 219-20
axiomitico, método, 16, 60 80-1

barra del contenido, 53
barra del juicio, 52-3

283



barra horizontal, 195-6

belleza, 234

Begriffsschrifl, véase Conceptografia,
Berkeley, G. 92

bipedo implume, 108

Boole, G., 190

Bronté, Charlotte, 155-6

caballo, el concepto de, 160-3

cilculo de predicados, 16

calculo funcional, 16, 65

calculo proposicional, 65

Cantor, G., 15

cerebros, 74

cero, 98-102, 106, 109-10, 122-4

clase, 22, 119, 191, 223-6

clave, 172

clausulas subordinadas, 178

cogito, ergo sum, 247

colorido, 48, 168, 236

Colén, C. 267

comillas, 178, 191

compaiiia Zeiss, 23

completud de la definicién, 212-5

componente, 101-2

composicion y divisién, 255-8

concepto (zs. objeto), 19-20, 75-6, 95-107, 109-11, 130-1, 146-7,
151-63

“Concepto y objeto”, 21, 151-63

Conceptografia, 15-8, 137-8, 157, 185-6, 192, 219-72, 230, 269

conceptos de segundo nivel, 159

conceptos de segundo orden, 102

conciencia, 245

condicionalidad, 44-S, 57, 2634, 276-7

condiciones de verdad, 210-1

conjuncién, 47, 261-2

conjuntos, 94-8, 117, 190

contenido conceptual, 27-31, 34, 48, 56

contraposicién, 63, 253

contrario us. contradictorio, 58-9

284



Copérnico, 178

copula, 155

correlaciéon, 119-20, 123

correlacién de uno-a-uno, 114, 120

cuadrado de oposicién, 59

cuantificacién, 16, 36-40, 57-9

cuantificacién del predicado, 36

cuantificadores, 40, 43-4, 66-7, 149, 157, 265, 276-7

cuasi-concepto, 212

cuaternios, 15

cuestiones, 251

cuchillos y tenedores, 114, 119

cursivas, 191

cursos de valores, 13841, 146-8, 187, 194, 197-8, 204-5, 218,
221-5, 281

Dedekind, R., 190

definicién, 68, 76, 81-5, 107, 128-9, 133-5, 188, 207, 211-9, 221
definicién condicional, 215

definicion gradual, 213

Descartes, R., 245, 273

descripciones definidas, 181-2, 199-200
Dios, 101-2

direccion, 114-5

disyuncién, 47-8, 262

dolor, 247-8

Dummett, M., 271

ecuaciones, 112, 135-6, 139, 217
empirismo, 17, 18-37
enunciados, 280

epistemologia, 20, 80
equivalencia, 22, 121, 280
evangelistas, 118, 121

evolucién, 74, 231

Euclides, 14, 94, 186

existencia, 101-3, 109, 150
expresar us. representar, 154, 280
extensiones, 116-9, 146-7, 197, 225

285



fenémenos, 89, 99

ficcién, 172-3

fisica, 28, 84-6

formacién correcta, 207

formalistas, 130-1, 133-4, 188

Frege, Alfred, 24-5

Frege, Margaret, 24

funcién, 304, 38-43, 135-51, 175, 191-8, 202-5, 2124

funcién lingiiistica, 34, 137, 138, 192, 260

“Funcién y concepto”, 21, 135-51, 154

funciones de dos argumentos, 31, 150-1, 194

funciones de segundo nivel, 41, 150-1, 202-4

funciones de tercer nivel, 205

funciones veritativas, 46-9, 58-9, 61-2, 176, 209

Fundamentos de la aritmética, 18-21, 71-131, 146, 152-3, 187,
225, 272

gatos, 95, 100

generalidad, 37-9, 42, 57

geometria, 14-15, 18, 28, 60, 80, 87

geometria no euclidiana, 14-5, 80

gleichbeit, 95, 115

Godel, K., 268

Gottingen, 14

graficos, 138, 148, 192, 197

gramitica, 29-30

Grundgesetze der Arithmetik, 21-3, 96, 185-227

hechos, 174
hereditariedad, 68, 126
hipotesis, 54, 173
Hume, D., 113
Husserl, E., 23, 198

idealismo, 248
ideas, 55, 74, 273, 281
identidad, 95, 112-6, 136, 165-7, 189-90, 280

286



identidad de contenido, 48-51, 65, 165, 189

identidad de los indiscernibles, 96

igualdad, 95

imagen retiniana, 168-9

imaginacién, 824, 87, 111

impresiones sensoriales, 240-2

indicar vs. designar, 135-6

induccioén, matemaitica, 127

inferencia, 34-6, 63, 201, 223

insaturacién, 137-8, 141, 148, 155, 173, 1924, 202, 217, 260-2,
271

intuicién, 82-3, 86, 115, 129

Investigaciones Iogicas, 24, 229-65

Jena, 14, 23

Jests, 160-1

Jevons, W. S., 96-7

juicio, 234, 255

Julio César, 107-8, 116, 157-8, 200, 208

Kant, L, 17, 77-80, 82-5, 227
Kneale, W. y M., 218, 269

Lavoisier, C., 182-3, 199

Leibniz, G. W., 81-2, 96, 115, 200
lenguaje indirecto, 179

lenguaje ordinario, 28, 39, 46, 158
Lesniewski, C., 226

letras esquematicas, 40

letras goticas, 276-7

letras griegas, 277

leyes de logica, 60-1, 230-1

leyes del pensamiento, 72, 88, 189, 230
leyes prescriptivas, 230

logica modal, 270

logica temporal, 270

logicismo, 19, 21, 267

Luna, la, 71, 98, 102-3, 110, 112, 168, 190, 208, 213, 214, 243

287



manipulaciéon hibil, 88
mapeo, 219

martillo, 244
matrimonio, 120

Mar del Norte, 93
Merkemal, 101
microscopio, 28
miembro, 218

Mill, John Stuart, 17, 82-5, 89, 94
moderno, 187

modos, 173

modus ponens, 63, 201
monarquia Tudor, 124
monogamia, 120

negacioén, 38-40, 47, 59, 157, 195-6, 251-61
nervios, 246

Newton, 1., 200

no idéntico a si mismo, 122, 147

nombre, 30-3, 40, 100-1, 155-6, 192-3, 207-10
nombres de funcién, 193, 2089, 217
nombres propios, 167, 209-10

nimero, 89

ndmero uno, 90, 97, 106, 112

nameros, 71-5, 81-131, 227

nameros de jardin de infancia, 227
nlmeros finitos, 127-8

nameros imaginarios, 15

nimeros infinitos, 15, 128

nGmeros irracionales, 15

nimeros naturales, 107-8

“o”, 47

objetividad, 169

objeto (us. concepto), 19-20, 72, 76, 106, 109, 111, 130-1, 148-9,
151-63

objeto independiente, 109, 113, 137

paradoja, 223-7

288



paradoja de Russell, 23, 223-7
paralelismo, 115

pares, 118, 140

partes y todos, 174-5, 215-6

Peano, G., 275

pensamientos, 73, 145, 153, 169, 171, 210, 230-49
pensamientos falsos, 251-5
perspicuidad, 64

“pero”, 48

perros, 90

Pitagoras, 74, 242-3

poesia, 171

predicado, 152-5, 160-2, 212-3
predicado gramatical, 30, 38
predicados diddicos, 117
presuposicion, 181-2

primera persona, 236-9, 246-7
principio del contexto, 76
propiedades, 89-91, 109-10
proposiciones, 55, 231-3, 281
prueba, 185-7

prueba indirecta, 252-3

psicologia, 20, 45, 53, 54, 73, 76, 79, 93-4, 111, 271
psicologismo, 23, 72-4, 188-9, 229-31

racionalismo, 17

rango de conceptos, 42-4

referencia (1s. sentido), 21, 52, 144-5, 165-83, 198, 238-9, 280
referencia indirecta, 178

relacién ancestral, 69, 125

relaciones, 117-8, 150, 194-5

relaciones de muchos-a-uno, 204

representaciones, 240-48, 281

Russell, Bertrand, 23, 223-6, 270, 275

Schneekoppe, 255-6

Schopenhauer, A., 156, 159

sentido (vs. referencia), 21, 52, 144-5, 165-83, 198, 232, 2389
“Sentido y referencia”, 21, 165-83

289



serie numérica, 69-70

series, 68-70

“si*, 44-7, 58, 61-2, 2634

significado; véase sentido y referencia

signo wvs. significado, 33, 41, 43, 88, 115, 135, 166-8, 191
silogistica, 16, 34-6, 59

simbolismo, 18, 27-9, 87-8

simetria, 151

simplicidad de la definicién, 215-7

sintético, 77-80, 82

sintético a priori, 17, 24, 77-80, 227

solipsismo, 190

Spinoza, B., 95

subordinacién, 159

sucesor, 125-6

suefios, 245

sujeto us. predicado, 29-30, 34, 55, 154, 160, 171

teoremas, 63

teoria de nGmeros, 19-20, 69-70
tercer reino, 241-4, 249
tiempos verbales, 236
traduccién, 233-5

tribunal con jurado, 254
tuberculosis bovina, 254

Ulises, 170
unicidad, 102, 109
unicornios, 147
unidades, 92-9, 103

valor de la funcién, 31, 137-8, 192

valores veritativos, 16, 21, 51, 142-3, 153, 170-1, 176, 208
variables, 43-4, 59

variables libres, 59

variables ligadas, 59

Venus, 21, 99, 145, 169

verbos, 161-3

290



verdad, 174, 189, 231-6, 251-3

Verdadero, lo, 142-3, 145, 171, 195, 208, 257
verdades inductivas, 85-6

Viena, 157-8

wirklichkeit, 88
Wittgenstein, L., 273-4

291






Indice

Prefacio .o.vieiiieieeieeieecci 7
AGradecimientos ..........cocciviiiiieeieninieie e 9
Abreviaturas en las referencias a las obras de Frege ..... 11
Capitulo primero. Introduccion biogrifica a la filosofia

de FIEZE ..ovvvervirieeiccciiricsit e 13
Capitulo 1I. Conceptografia, 1.... 27
Capitulo III. Conceptografia, 11 ............ccoeevevieneinennes 57
Capitulo IV. Los fundamentos de la aritmética, 1........ 71
Capitulo V. Los fundamentos de la aritmética, 11 ...... 105
Capitulo VI. Funcién, concepto y Objeto .........cocvucuuns 133
Capitulo VII. Sentido y referencia ............ccoeceveeeininnnnnas 165
Capitulo VIII. Grundgesetze der Aritbmetik, I ................ 185
Capitulo IX. Grundgesetze der Aritbmetik, 11 ............... 207
Capitulo X. Imuvestigaciones 10giCas, T........c.coovccenencns 229
Capitulo XI. Investigaciones 10gicas, 11 .........ococcoenuncne 251
Capitulo XII. La hazafia de Frege ........ccoooviveeneinien: 267
Apéndice 1. La notacién simbélica de Frege ............... 275
Apéndice TI. Nota sobre la traduccion ..........ccoovevennns 279
Indice analtico .......ccceveveecereririeieeseereccrteerer e 283

293



NOTA FINAL

Le recordamos que este libro ha sido }@)
i

gratuitamente para uso exclusivamente? onal
bajo condicién de ser destruido una vgg lefdo. Si es
asi, destrayalo en forma inmediata. !Q'

Stmese como voluntario o d , para promover el
crecimiento y la difusion iblioteca
Ny
g
>
&
& 23
® R
sin egoismo

Para otras publicaciones visite
www.lecturasinegoismo.com
Referencia: 3837



que ha superado a la logica de Aristételes y como
padre fundador de la filosofia analitica, Gottlob
Frege, el hombre que mas influyé en Russell y Wittgen-
stein, es sin embargo, por lo dificil e inaccesible de su
obra, uno de los pensadores menos leidos en Espana.
Este libro pone al alcance de cualquier lector, aunque
carezca de base légica y matematica, toda la obra de
Frege cronolédgica y sistematicamente ordenada en sus
multiples etapas y facetas: su ldgica elemental o concep-
tografia (caps. IlI-1ll); su filosofia logicista de la matemati-
ca (caps. IV-V); sus capitales aportaciones en semantica
(caps. VI-VIl); su axiomatizacion de la aritmética (caps. VIII-
IX); y sus reflexiones finales sobre filosofia de la l6gica
(caps. X-XI). En él pueden encontrar estudiantes y profe-
sores una provechosa introduccion a la Iégica, a la filoso-
fia de la matematica y del lenguaje y a la filosofia analiti-
ca en general.

l | NIVERSALMENTE famoso como creador del paradigma

ISBN 84-376-1529-1

JIN





